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PRZEDMOWA. 


(Gdym przed dwoma laty po raz pierwszy ogłaszał drukiem swo- 
ją pracę p. t. ,„Zasady rachunków wyłszych“, wyobrażałem sobie, 
że zainteresuję szerokie koła czytelników; wszak nie brak u nas ludzi. 
których byt w mniejszym lub większym stopniu zależy od znajomo- 
ści nauk matematycznych. Były to jednak złudzenia, zwykłe u auto- 
rów, piszących na uciechę moli. Jeżeli mimo to obecnie, zamierza- 
jąc zsumować i zakończyć swoją działalność na polu naukowem, od- 
ważyłem się opracować drugie wydanie tej samej pracy, to tylko dla 
tego, że usilnie pragnąłem poprawić i uzupełnić pierwsze wydanie, 
zbyt niedokładne. W „Zasadach rachunków wyższych* starałem 
się, o ile można, iść drogami własnemi i tak w układzie materyału, 
jak i w treści nie naśladować nikogo. Nie liczę na natychmiastowe 
powodzenie mojej pracy, lecz żywię nadzieję, że moje metody i do- 
wodzenia przekonają niechętnych dla nowości, oraz że w niedługim 
czasie uzyskają prawo obywatelstwa w nauce. 

W zakończeniu dodam jeszcze, że pierwotnie przygotowałem 
był materyał do pracy znacznie obszerniejszej, aniżeli niniejsza, lecz 
niemożność uzyskania ani zapomogi, ani pożyczki pieniężnej, pomi- 
mo licznych moich starań i zabiegów w tym względzie, zmusiła mię 
do znacznego skrócenia dzieła. 


Płock, w styczniu. 1898 r. 
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I. Teorya różnic. 


$ 1. Funkcye jednej zmiennej niezależnej. 
Różnicowaniem funkcyi jednej zmiennej niezależnej 
(1) S = $ (x) 


nazywać będziemy działanie, zapomocą którego kładziemy we wszystkich 
wyrazach funkcyi © wartości + Ax zamiast œ i odciągamy wartość pier- 
wotną wspomnianej funkcyi. Działanie takie oznaczamy symbolem 4 i pi- 
szemy 


AJ = By, — P 
Ax oznacza stały przyrostek zmiennej. Definicya powyższa nie ulega ża, 4 | 
dnej zmianie, gdy sama funkcya Ø zawiera w swoim kształcie pierwotnym ; 
(1) stały przyrostek Az, tak naprzykład, gdyby było 


B= F, (2 + iax) + F, (z + kar) + F (z +s) +... ko! 


E 

wówczas na mocy definicyi różnicowania będzie VZM 
Y 

AS = F, [z + (+1) Ar] + F, [e+ (k+ 1) Ar] + A [e4 (pl) Ae || 
+... — F, (c + idz) — F, (z + kac) — F, (x + lac) —..- +2 


Wyrażenie takie, jak powyższe, nazywamy różnicą rzędu 1-go. Tak więc, 
mając wogóle daną funkcyę £ (æ), piszemy jej różnicę rzędu 1-go w kształcie: 
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(2) AF = F (x + Ax) — F(x), 


gdzie AF oznacza przyrost funkcyi, odpowiadający przyrostkowi zmiennej 
Ax. Różnicując jeszcze raz wyrażenie (2), otrzymamy 


AAF = F (a + 24x) — F (z + Az) — F (x + Ax) -+ F (2); 
albo, pisząc krócej, będziemy mieli 
(3) A?F = F (x + 2Ag) — 2F (x + Ax) + F (2); 


A*F nazywa się różnicą rzędu 2-go danej funkcyi i otrzymuje się zapomocą 
dwukrotnego różnicowania. Cheąc otrzymać różnicę rzędu 3-go, stosujemy 
wzmiankowane wyżej działanie do równania (3), będzie wówczas 


AA?F = F (x F 3Ax) — 2F (z + 24x) + F (x + Ax) 
— F (x + 24x) + 2F (x + Ax) — F (x), 
czyli 
(4) AF = F (x + 3Ax) — 3F (x -+ 24x) + BF (x - Az) — F (2). 


Łatwo sprawdzić, że wzór (4) otrzymaliśmy z (3) zapomocą działań, które 
symbolicznie można przedstawić tak : 


AA?F = AF (a + 200) — A [2F (x + Aa) | + AF (a). 


Na tym przykładzie uwidocznione jest ważne prawidło różnicowania, które 
udowodnimy ściśle i ogólnie na następnych stronicach. 
Różmicą rzędu 4-go będzie podobnie 


AF = F (14+ 442) — 4F (x+ 34x) -+ 6F (x + 24x) — 4F (z + Ax) + F (0). 
Nie trudno pisać po kolei wszystkie różnice, ponieważ, jak widzimy, spół- 


czynniki liczebne są te same, które spotykamy w dwumianie Newtona. 
Przypuśćmy, że powyższe prawo tworzenia różnie ma miejsce dla rzędu k-go 


AF = F (x + kaz) — kF [x -+ (k—1) Az] 


(5) 


w ostatnich wyrazach piszemy znaki podwójne, rozumiejąc przez to, że znaki 
dolne brać należy, gdy k liczba parzysta i górne, gdy k liczba nieparzysta. 
Ażeby otrzymać różnicę rzędu k + 1-go stosujemy do (5) działanie, które 
nazwaliśmy różnicowaniem, wskutek czego będziemy mieli 
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MAFF = F [£ + (k+1) Az] — kF (x + kaz) + z a 


F [z + (k—1) Aa] 


. + kF [x4 2Ar] F F (x+ 4g) — F (x+kâzx) + kF [x+ (k—1) Ax] 
. F kF (x+ âx) + F (2). 


Po łatwem uporządkowaniu wyrazów oraz redukcyi będziemy mieli z osta- 
tniego równania różnicę rzędu k-+-1-go 


AHP = F [£4 (k+1)Ae] — (k41) F[s+-kAz] 


+ EERE Plet) As] —... FE (kH) F (04A) + F (a). 


Tym sposobem prawo tworzenia rożnic wszelkich rzędów jest dowiedzione 
ogólnie. Gdy teraz rozpatrzymy uważnie wszystkie wyrażenia różnie (2) 
(3), (4) i t. p. dla AF, A?F, 4%F,...,A"”F i wyrugujemy z nich ilości 
F (c-+Aa), F (c+2Ax). ..., F [x + (n—1)Am], natenczas nadzwyczaj prosto 
i łatwo otrzymamy wzór 


n o 


F (x-nódz) = F (£) + nAF 4+ ——— AF 


(6) : 
y OD WP... + APP. 


Wzór ten jest bardzo ważny i, aby go dowieść ogólnie, należy okazać, że 
będąc prawdziwym dla liczby m, utrzymuje się także i dla liczby n +1. 
Dowodzenie to podamy najogólniej dla fankcyj wielu zmiennych niezale- 
żnych, tymczasem ograniczymy się wzmianką, że wzór (6) jest koniecznem 
następstwem przyjętych powyżej określeń różnic AF, A?F, A*F,...,A”F 
i daje się zawsze łatwo wyprowadzić. 


$ 2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych. ir / á 


Jeżeli dana jest funkcya wielu zmiennych niezależnych 24, £o, ..., Zu, 
natenczas rozróżniamy różnicowanie zupełne oraz częściowe. Różnicowa- 
niem zupełnem nazywamy takie działanie, zapomocą którego w danej fun- 
kcyi kładziemy 2, +A% , 1ę+Acy,..., Vn HÅL, zamiast zy, 1ą,..., ©, i na- 
stępnie odciągamy pierwotną wartość funkcyi danej. Ilości Ax, Ary,..., Ac, 
oznaczają stałe przyrostki zmiennych niezależnych. W myśl powyższej de- 
finicyi działania mamy dla danej fankcyi 


= PROT AJJ ACTI 
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różnicę rzędu 1-go 
j (7) 1 AF = Papan, orfismi- outi — F 


Różnicowaniem częściowem nazywamy podobne działanie, odpowiadające ści- 
śle jednej tylko ze zmiennych z;, tak naprzykład 


(7a) AP =P, — , 
A, oznacza różnicę częściową, odpowiadającą zmiennej z, . 

Wszystkie inne zmienne, wchodzące w tę samą funkcyę 7, uważamy 
w tym przypadku za ilości stałe. Dla otrzymania różnicy zupełnej rzędu 2-go 
różnicujemy po raz wtóry wyrażenie (7) i będziemy mieli 


A y = Papine srHtAtn. e2p tAn T > LIERE OE TY 
T Prrtdr zraża -tutat F ER 


czyli 
| (8) ASP = VP. eko artti stn Łaga, — 2 Poe, ay... Grace, TE Po 
Różnicując (8) jeszcze raz, otrzymamy różnicę zupełną rzędu 3-go 
PiE > ARETE Ert3Ata -s yF 3At T 2 PAG, TDzł-2ĄT, + - 25 Cytr2ATp 


Z Ei Pzerac, ZzATy.. 1 Eyt Atn 77 Pzekłaz, Gz]-ZĄZy ..-, Eytan 


+ 2 Partit ZrFåtn ... ytt A iy 
czyli po uproszczeniu będzie: 
(9) A? „A= Parteie., LAFI Na, +11: æy tAr, TT 3 | LETETI EA pn Ty 2ZATy 
ią 3 Pat, Zrt Ata ...: ZRÓTy TT w. 
Różnicując wzór (9) jeszcze raz, otrzymujemy różnicę zupełną rzędu 4-go: 


MY = Pena, DzAAcy ...Tyr4dzy 7 4 PETEN Ert3ATn . + -, y H3Atn 

+ 6 | ATIE Ert ?ATa, t, 8y HALa 77 4 Prti Tył Afan e, TATY -+ P: 
Prawo tworzenia różnie zupełnych jest tem samem prawem, które już spoty- 
kaliśmy dla funkcyj jednej zmiennej niezależnej. Spółczynniki kolejnych 


wyrazów we wzorach różnie zupełnych następują po sobie tak, jak w dwu- 
mianie Newtona. Tym sposobem różmicą zupełną rzędu k-go będzie 
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At W = W. tine, zepkac, ..., zykąz, — K Pr" zy(E=TA2x..., pHk) 


(10) : PE, 


M2 PrHir—2) AZn Tz-(K—2) Afa ... , Ey HE— 2AT 


W ostatnich wyrazach piszemy znaki podwójne, rozumiejąc przez to, 
że górne znaki brać trzeba, gdy k jest liczbą nieparzystą, a dolne, gdy k 
liczba parzysta. Jeżeli zróżnicujemy wzór (10), natenczas otrzymamy róż- 
nicę zupełną rzędu k--1-go; spostrzeżemy łatwo, że wzmiankowane wyżej 
prawo tworzenia różnie zupełnych utrzymuje się dla rzędu k-+-1-go, co zna- 
czy, że prawo to jest ogólne dla różnic wszelkich rzędów. Jak się tworzą 
różnice częściowe rozmaitych rzędów dla pewnej zmiennej z,, o tem mówić 
szczegółowo nie ma potrzeby, gdyż powtarzalibyśmy wszystko to, co powie- 
dziane było o różnicach funkcyi jednej zmiennej niezależnej. Powiemy tylko 
słów kilka o sposobach pisania. Gdy zróżnicujemy wzór (7a) jeszcze raz 
względem »,, natenczas będzie 


(11) da FP = Popron — 2 Prd | FP 


As W jest symboliczny sposób pisania różnicy częściowej rzędu 2-go, wziętej 
dwukrotnie względem «,. Jeżeli zaś wzór (7a) zróżnicujemy powtórnie 
względem zmiennej £+, wówczas będziemy pisać 


2 
(12) Az, ZĘ PE Pretas syrit "= Partier nw W zków, + P; 


da, z, ¥ oznacza różnicę częściową rzędu 2-go, wziętą nasamprzód względem 
Zi, a potem względem æ. Wyrażenie (12) można otrzymać jeszcze dru- 
gim sposobem, biorąc różnicę 


(13) åz, FY = p APEA c y 
i następnie różnicując względem z; 


3 


(14) OWE dk a a a E a F T 


Widzimy, że napisana różnica nie zależy od porządku kolejnych różnicowań, 
czyli że 


Az, zę Y = Az, 2, P. 


Jestto powszechne prawo różnic częściowych, które niżej udowodnimy 
ogólnie. Jeżeli wyrażenie (11) zróżnicujemy względem æ+, natenczas będzie 
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3 
Ama P = Patonri zyrtar — 2 Petar zekar FH Pokazy 
kz Potas; -+ 2 Portari — Y . 
Zróżnicujemy teraz wyrażenie (14) względem «,, wówczas otrzymamy 
3 
dzy, Y E Pozrk2nzy, zęŁacy Zi. Poz, er PritAzj ayting + Pzykazy 
— Tzzkóży, zzpACĘ aF Pactar + Portare = SB 
skąd widoczna, że 
3 3 
Az, z, P = Az, r, W. 


Ażeby to prawo o porządku różnicowań dowieść ogólnie, dajmy jakąkolwiek 
wu różnicę rzęd v-go w kształcie 


o 
MĘCE OE AE A ==. (Zi; Los +2 29 Liy oe 23 Lpy 1:2 Dog 


Az, Ay, ..2, BORA Gs C 019 Axe) 


(15) 


i zróżnicujmy napisane wyrażenie nasamprzód względem «,, będzie 


p+-1 
Az, 29... 2, 4..,89,...,2 d = Ø (2i; Ty,..., TTĘA,.. , Fy,..., To, dT, ÅL. 


„e., By, ..., Ay, ..., At) — p (Zy, Tą, ..., Cya ..y Tp, ...; P A. E 
„PAD A , Arcor ADS); 


następnie różnicujemy ostatnie wyrażenie względem z, 


v42 
T E .-., Zo T= g (Zis T3, «. e „Zit AG, .... Ty-+ATy, ... sTo, Ari; Aza,. .. 


AG, ..., Apy» A20) — p (24, Z, ..., Ty... TydAC,, -op Lo dry, Afg 
+, dm... ÅL, e., AL) — Q (Zi, Tą, ..., WHAT... Zy,..., Loy AZ, A tni 
+ dy... , Alps «o 63 Are) F P (Eis Tą, -s3 Eh -o 5 Lps o 13 Loy Ay, ATy,... 
TRV A EEIN: O TRA T 
Zupełnie podobne wyrażenie otrzymamy, jeżeli równanie (15) zróżnicu- 


jemy pierwej względem ©, a dopiero potem względem æ, czyli mamy ogól- 
nie dowiedzione prawo 
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kad =.4:x <AMGUANGA U ADA 0Ż sj UE ET EN 
| $ hs z. s E y 7 2 
T- s 
0-2 0-2 
Bem... A EER E d = Az, ts... 2], p, : pr Z, WYRA: 


które wysłowimy tak: wartość różnicy jakiegokolwiek rzędu wcale nie zależy 
od porządku kolejnych różnicowań. | 
Jeżeli rozpatrzymy uważnie wzory różnie zupełnych (7), (8), (9), (10) ER 

i wyrugujemy ilości i 
Przekaz, ZzłAZy -> Zn rATy , 


LATY. artiz, -Ey t2 * * * 9 k PE LTE tqi-(K"1)AZ2, e, Zn (4—1)AZ, "a 
natenczas otrzymamy wzór 


k (k—1 | 
y ARETOA art KkATn o. Ey tkan = y+ kAP -+ £ 5 2 ) May + 3 A 


(16) 
NEST ZZ J 


Dla ścisłego dowiedzenia ogólności ostatniego wzoru udowodnimy 
wprzód kilka zasadniczych prawideł różnicowania. 


$ 3. Zasadnicze własności różnic, 


ryj ft 4 e 


Twierdzenie I. Różnica rzędu 1-go pozostaje bez żadnej zmiany, jeżeli 5 
do funkcyi dodamy stałą dowolną, lub też jakąkolwiek funkcyę peryodyczną. i 
W rzeczy samej, mając h 


f= f (%, Y, 2, +) 

i różnicę pierwszą yn 
(a) Af = f (@+åx, ydy, 2+4z, ...) — f (@, Y, 2,- -), k 
utworzymy różnicę dla 43 

h =f mh”. F 6 

gdzie c oznacza albo stałą dowolną, albo też funkcyę peryodyczną 
(b) cazg(Z,Y,Ż,..-). A 
W przypadku stałej dowolnej mamy 


Afi = f (+47, y+åy, z+4z, .. )+c— f (2, Y, 25: .) = 0; 
http://rcin.org.pl AS 


skąd widoczna, że 
Aj, = 47, c. b. d. d. 
W przypadku gdy c oznacza funkcyę peryodyczną (b), będziemy mieli 
A =f(e+-Aa, ydy, 2- Az, . . .) + p (TAr, y4-Ay, 2--Az,....) 
=YJ/0ŻY, ż,.-...)—9p(0,Y,2,.. .). 
Ponieważ jednak funkcya peryodyczna œ czynić musi zadość warun- 
kowi 
p (x-|-Azx, y--Ay, z--A2, . . .) = p (£, Y, Z, .. .) 
będzie więc i w tym drugim przypadku 
Af Ar. c. b. d. d. 


Kształt funkcyi okresowej czyli peryodycznej można zawsze wybrać tak 


.. 2700 Bax . 2y Day. 2az 2az 

p=p|sin Z, cos >>, SIN 29" 608-74, ) sin ———, ©08——, .. j $ 
gdzie p oznacza funkcyę zupełnie dowolną. Widoczna, że funkcya o nie 
zmienia wartości, jeżeli zamiast z połozymy z++Ax zamiast y weźmiemy 
y+Ay it. d., a to dla tego, że w tym przypadku wartość łuku zwiększa się 
o Ża, co nie może wpłynąć na zmianę funkcyi. 


Twierdzenie Il. Różnica rzędu 2-go nie podlega żadnej zmianie, gdy do 
funkcyi dodamy wyraz kształtu: 


£ z 
hy aty att FH, 


gdzie Pı, Pa, ps, .... W oznaczają stałe dowolnć lub też jakiekolwiek fumkcye 
peryodyczne. 
Gdy mamy daną funkcyę 


F=f Eyn.) 


i jej różnicę pierwszą w kształcie (a, twier. I), natenczas kładąc 


f =f66192,.0+ gz ty tyz nt + W) 


*) Am, Ay, Az,... Są ilości stałe, często bywa dogodniej oznaczać je przez h, k, i,... 
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otrzymamy 


Afa = f (24A, ydy, 2A, ...) + ZE + ża 


3 SE 


PREWAĆ 8: dba BRL 
pa +--+ F—FGY,2,...)— 7501 jp 25% 7% 
czyli po łatwem uproszczeniu będzie 


Af, = f (a-pda, y+Ay, AZ, .. .) + pi H pe F PsP - -- f GY2,:). 
Stąd różnicę rzędu 2-go otrzymamy, kładąc we wszystkich wyrazach 


xc-+-Ac zamiast z, y+Ay zamiast y, ż+Aż zamiast z i t. d. i odciągając 
całkowitą wartość pierwotną, będzie więc 


A? fa = f (a--2A2x, y+-2Ay, 2-242, .. .) — Żf(c + Aa, ydy, z+4z, .. .) 
+f(6G,Y,£, .. .). 


Wyrazy Pi, Pa Ps, ..« W odejmowaniu zniknąć muszą, gdyż oznaczają 
funkcye peryodyczne. Widzimy więc, że 


Afh =A8f. ebd. d, 


Podobną własność można także dowieść dla wszystkich różnic rzędów 
wyższych, lecz dodane dowolnie wyrazy, zawierające funkcye peryodyczne, 
przybierają kształt coraz bardziej zawiły. Tak naprzykład do różnicy rzę- 
du 3-go można dodawać 


x? y? 2? D En ź 
(oj: Pi F hy): 7: + izp Pa +--+ 25% w+ az tet Y, 
gdzie Pi, Pa, Pas- - -s Wis Wos Yay -- -, W oznaczają stałe dowolne lub dowol- 


ne funkcye peryodyczne. 


„Twierdzenie III. Różnica jakiegokolwiek rzędu iloczynu funkcyi przez 
ilość stałą równa się iloczynowi stałej przez różnicę tego samego rzędu funkcyi. 


Niech będzie dana funkcya 
f=ZTWY,Ł;+..) 


i różnica rzędu k: 
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A: f = f (ak Ax, y--k Ay, 2--k Az, .. .) 
— kf (£ + (k—1) Aa, y + (k—1) Ay, z+ (k—1) åz, ...) 


Aa cą f (c + (k—2) Az, y + (k—2) Ay, z + (k—2) Az,....)—... z 


wa: a a A E AE E E 


Podobnie będziemy mieli 
At (af) = af (x--kAc, y+kây, z+kåz, .. .) 
— kaf (+ (k—1) Az, y + (k—1) Ay, z + (k—1) Az,...) +.. 
++. xk af (£,Y, Z...) 


gdzie a jest ilość stała. Wziąwszy a za nawias we wszystkich wyrazach 
ostatniego równania, łatwo zauważymy, że 


At (af) =aA*f, c. b. d. d. 


Twierdzenie IV. Różnica sumy funkcyj danych równa się sumie takich 
samych różnic wszystkich funkcyj. 
Niech będzie dana suma 
8 == F, (2, 9; 2. ...) + Fa (2Y 2, .. .) +... F.(z,Y,2,. . -). 
Różnica rzędu k będzie, jak wiemy, taka: 
A*s=F, (x-kaz,y--kAy, z+-kAz, ...) + F; (r+-kAz, y--kAy, z-pkAz, -..) + 
+1. + Fa (2--kAz, y+-kAy, 2--kdz, ...) |... 
— k[F, (ć+ (k—1) Ax, y+ (k—1) Ay, z + (4—1) åz, .. .) 
ao. + Fn (c (k—1) Ax, y+ (k —1) Ay, z+ (4—1) Az, .. )]1+... 
-a EF (wy, 2...) + F; (2, Y, 2,...) + F,(z,y,ż,...). 


Po uporządkowaniu wyrazów powyższego równania tak, ażeby naprzód 
napisane były te wyrazy, które zawierają F,, potem wszystkie te, które za- 
wierają F, it. d., zauważymy, że 


AŁs=At FLA: F, +-...+AFF,.  c.b.d.d. 


| Przejdziemy teraz do oznaczenia różnicy iloczynu dwóch funkcyi da- 
nych. 
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11 
Niech dany będzie iloczyn 
(A) 


u =/f(ry,z,...). F(ry,£,...). 


Wiemy, że różnicę powyższego iloczynu można napisać tak 


Au=f (c++ Ax, y+4y, 2+4z, ...).F (z+Ada, y+Ady, z+Aż,.. .)—f.F; 
Dalej wiemy także, że 


B) f (c+Ax, y+åy, z+42z,..) =f + åf, 


F (@+Ax, y+4y, z+4z, . .) = F + AF. 


Podstawiwszy te wartości w równanie (A), otrzymamy 


Au = (f+4f) (F+4F)— f. F 
czyli 


.A(f.F)=f.AF+ F. Af + Af. AF 
Jestto różnica rzędu 1-go iloczynu funkcyj danych. 
Napiszemy dalej różnicę rzędu 2-go poprzedniego iloczynu u w kształcie: 
Au =f(z+ 242, y+24y, 2++2Az,...). F (c+2A0, y+24y, 24-2Az,...) 
(0) — 2f (x+ Aa, y+ 4y, s+Az,.. .). F(x+Ax, y+ åy, z+ 4z, .. )+f.F. 
Wiemy, że (porówn. wzór 16) 


f (c+ZA2, y+24y, 2+2Az, ...) = f + 2Af + Af, 
F (x4+24x, y+24y, 2+24z, . . .) = F + 2AF + A%F; 
oprócz tego mamy jeszcze związki (B). Podstawiwszy napisane powyżej 
wartości, oraz wartości (B) w równanie (C), będziemy mieli 


Mu = (f+ 2Af+A°f) (P+2AF-PA2F) — 2 (f+4f) (F+AF) + f. F, 
skąd po łatwem uproszczeniu otrzymamy 


A? (f. F) = f AIF + 2Af.AF + F.A2f4-24f.4%F + 2 A2f,AF 
+ S8f.A2P 
Jestto różnica rzędu 2-go iloczynu dwóch funkcyj danych. Tym spo- 


sobem prowadząc dowodzenie dalej, otrzymamy wzór dla różnicy rzędu k 
w następującym kształcie: 
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k m nt 


M (f.F)=f.A*F+kAf.N="F+ ——7 AfL AF +. 


kaif. APF. Af 


(k— Asz 


+k EŻ At F+(k—1) Af A-F + Z Aspa pg.. 


-4 (k—1) Amf. APRH AFf. r] 


k CA Pó 3) 


r [a At F4 (k—2) Af A*- py eo amA A2 F+... 


.. + (k—2) A- f. AF 4 AF f. zj TE 


k (k—1) 
DA 


Kik [a= f. Ak FLAME f. NE r] + A f. Aer. 


sie [a -e f. A F 2af AMP H Af. s-r] 


Przyjmując, że wzór, napisany powyżej, ma miejsce dla A* (f. F) 
i, stosując znowu symbol A do każdego wyrazu, będziemy mieli na uwa- 
dze, że 


A (f. AF) = f AHF + AF . Af + Af. AHF, 
A (k Af . AF) = k {Af -F + AF . Af + Af. AF}, 


„|* z Arf. s-r] = Amt |as. A*t- iF Ar- 2P. Af + A+- IF., ay), 
i it. p. 


następnie podstawiwszy podobne wartości we wzór, napisany dla A*+! (f.F), 
zauważymy po dokonaniu łatwych uproszczeń, że wspomniany wzór dla 
A+ (f F) tem tylko różni się od wzoru (D), że zamiast k będziemy mieli 
wszędzie k+1. Tym sposobem staje się niewątpliwem, że wzór (D) jest 
ogólnym i prawdziwym zawsze. 

Skorzystamy teraz z własności różnic, dowiedzionych w twierdzeniach 
II i IV, i udowodnimy ogólność wzoru (16). Napiszmy wzmiankowany 
wzór w kształcie 


f (2, + NAZ, Tą + NAT, ..., 7, + NAT) = f (01,74, ..., 2) + NAF 


n (n—1) n (n—1) (n—2) 
NF 14.8! 


(17) 


D asf 4 AS +... nA + A. 
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Jeżeli wzór ten jest prawdziwy dla liczby w, natenczas utrzymuje się 
także i dla liczby n+1. W rzeczy samej, stosując symbol A do każdego 
wyrazu równania (17), otrzymamy 


Af anans, cm Aa, ..., zenada.) = Af naf TĄ D 


b noh o= ART aib nA*/ ++ A*H/, 


A7 


czyli 
f le + (n1) Ax, £a (nk 1) dag, ... , ©; + (n+ 1) Az.) ] 
— f (a nr Tą a ... bi nAAL) 
= s niej +00) ge POTD OTD af... naf HAH, 


Po wyrugowaniu z ostatniego równania wielkości /(z,-HnAv,, 1;-—nA2;, 
., ©knAw,) przy pomocy wzoru (17) będziemy mieli widocznie 


f[e, + (n41) A2,, £a + (n--1) Aza, ... , © + (n41) Az, ] 


= f (is ta 21, 2.) + (aH) Af + EER wy 4 OEDOO=M poj 


+... + (npl) A"f + A"FIf. 


Jestto wzór (17) ze zmianą liczby n na n+-1 we wszystkich wyrazach. 
Dowiedliśmy więc ściśle, że wzór (17) jest prawdziwym zawsze i postać ze- 
wnętrzua tego wzoru pozostaje bez zmiany tak dla funkcyj wielu zmiennych 
niezależnych, jak i dla funkcyi jednej zmiennej, ponieważ w obu wymienio- 
nych przypadkach dowodzenie powyższe pozostaje jednakowem. 


$ 4. Związki pomiędzy różnicami zupełnemi oraz częściowemi. 


Dla znalezienia ogólnego związku, jaki istnieje pomiędzy różnicą zu- 
pełną funkcyi wielu zmiennych oraz pomiędzy odpowiedniemi różnicami czę- 
ściowemi zajmiemy się naprzód przypadkami szczególnemi; bowiem przypa- 
dek najogólniejszy, gdy dana funkcya zawiera m zmiennych niezależnych, 
nasunąłby odrazu zbyt duże trudności do pokonania. 

Niech będzie dana funkcya dwóch zmiennych niezależnych 


(18)  f=f(4V). 
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Różnicą zupełną rzędu 1-go będzie 
(19) Af = f (cada, y-rAdy) — f (£, y), 


gdzie Ax i Ay oznaczają przyrostki zmiennych niezależnych, Af odpowiedni 
przyrost funkcyi. Dla różnicy zupełnej rzędu 1-go można dowieść pewnego 
twierdzenia, które będzie zasadniczem w teoryi różnic funkcyj dwóch zmien- 
nych niezależnych. 

Oznaczmy różnicę częściową względem samej zmiennej z tak 


(20) Af = f (aaa, y) — f (2, y). 
tudzież, różnicę częściową względem samej zmiennej y 
(21) Af = f (£, y+4y) — f (2, y). 
Kładąc w (20) y+4Ay zamiast y w obydwóch wyrazach i odciągając 


wartość pierwotną danej różnicy, otrzymamy różnicę rzędu 2-go, wziętą na- 
samprzód względem zr, a potem względem y 


(22) Af = f (aaa, y+4y) — f (2, y+4y) — f (cpAz, y) + fŒ, y). 


To samo wyrażenie moglibyśmy otrzymać z (21), kładąc 1--Ax zamiast 
© w obydwóch wyrazach i odciągając ich wartość pierwotną. Z tego wypa- 
da, że 


(23) M,f pi M3, „f. 


Gdy dodamy odpowiedniemi stronami równania (20), (21) i (22), łatwo 
spostrzeżemy, że 


(24) Af = Az f+ dy f+ Asyl, 


czyli, różnica zupełna rzędu 1-go fumkcyi dwóch zmiennych niezależnych ró- 
wna się sumie trzech różnic częściowych: różnicy rzędu 1-qgo względem «x, wię- 
cej różnica częściowa rzędu 1-go względem y, więcej różnica częściowa rzędu 
2-go względem z iy. 

Jestto twierdzenie zasadnicze, które da nam możność wyprowadzenia 
- różnie zupełnych, rzędów wyższych. 
Biorąc różnicę zupełną obu stron równania (19), otrzymamy 


Aaf = Af (c--Az, y+4y) — Af (2, y), 
skąd na zasadzie (24) będzie í 
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Af =A,f (aaa, ydy) + Ay f (1+4, y--Ay) + A237,/ (14A, y+4y) 
— Mzf (2, y) — Ayf (z, y) — Asy f (2, Y), 
<zyli 


A*F=f[ (2424x, y-pAy) — f (aaa, y--Ay) + [ (cada, y+-ZAy) 
— f (e--Az, y+4y) + f (a-P2Ac, y+24y) — / (x+4x, y+2åy) 
— f (424x, y+4y) + f (c+Aa, y+åy) — f (@+Arx, y) 

+ f (z,y) — f (£, y+4y) + f (y) — f (2+4, y+4y) 

+ f (wy+Ay) + / (c+aa, y) — f (x, y). 


Stąd po łatwem uproszczeniu otrzymamy 
(25) Af = f (0-240, y+-ZAy) — 2f (c-Az, y+4y) + f (Œ, y). 


Wzór ten z innego punku widzenia wyprowadziliśmy w § 2. 
A?f jestto różnica zupełna rzędu 2-go fankeyi dwóch zmiennych nieza- 
leżnych. Napiszemy teraz następujące różnice częściowe: 


A%f = f (c-p2Aa, y) — 2f (z+Az, y) + f (2, y), 
Byl = f (2, y+24y) — 2f (x, y+4y) + / (©, y), 
Asf = f (@+Ax, y+4y) — f (aaa, y) — f (x, y+-Ay) + f (2, y), 
Węzyf = f (424x, y-rAdy) — 2f (2--Az, y+-Ay) + f (£, y+-Ay) 
— f'(c--2A2, y) + 2f (z-rAa, y) — f (x, y), 
Wyyaf = f (zda, y+24y) — 2f (aaa, y-+-4y) + f (cda, y) 
j — f (x, y+24y) + 2/ (a, y+4y) — f (2, y), 
Mzzyyf = f (@F2Ax, y-+24y) — 2f (2-40, y+24y) + f (2, y+ 24y) 
— f (0-240, y+ 4y) + 2f (0-pAz, y+-dy) — f (z, y+4y) 
— f (r+2A2, y+4y) + 2f (a+rAa, y+4y) — / (2, y+4y) 
+ f (c+-24a, y) — 2f (0+Az, y) + f (2, y). 
Sposób pisania podobnych różnic częściowych nie przedstawia żadnych 
trudności. Stosujemy łatwo prawidła różnicowania podobne, jak dla (20), 


(21), (22). Po uważnem rozpatrzeniu napisanych powyżej równań nie tru- 
dno spostrzedz następujący związek: 


(26) Atf = Asaf s 2AŻf IE Ay Sis 2A zzy SE ZA%yyzł = Ato ayyf 3 


Wzór ten łatwiejszą drogą można otrzymać z (24) zapomocą różnicowania 
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AAF = A (Af + Af t Pey) 
czyli 
Af = AZ (Aaf + Af + Aeaf) + Ady (Aaf + Af H eaf) 
+ Śr (Af + Ayf + Sef). 


Stąd po wykonaniu wskazanych różnicowań będzie 


AF = Ana f + Bzy f F Bzay l F Aey f F Św / H Pzws f TF 
F Saey f + Bzyy f t Mzzyyf; 


zrobiwszy redukcye, otrzymamy z ostatniego równania wzór (26). 
Na zasadzie prawa tworzenia się różnie częściowych można zauważyć 


(27) AŻz,ry f= DY zz f, Ayra f= Abruy fr A 3 M yytz f. 


Tym sposobem sprawdzamy ogólnie dowiedzione prawo o porządku róż- 
nicowań. Ażeby otrzymać różnicę zupełną rzędu 3-go stosujemy do (25) 
znowu twierdzenie zasadnicze (24) i otrzymamy nasamprzód 


AA?f = Af (a+-24a, y+-2Ay) — A [2f -Ax y+4y)] + Af (0 y), 
następnie 
Af = A, f (1424x, y+-2Ay) + A, f (2-240, y+24y) 
+ Ay f (24242, y+2Ay) — A, [27 (zaa, ydy) | 
— A, [2f (144x, y+-Ay)] — Ary [2f (2-rAa, y+4y)] 
+ 4. f (2, y) + Ay f (©,y) + Ay f (©, Y) 


Zastępując w ostatniem każdą z różnic częściowych jej wartością, 
otrzymamy po uproszczeniu 


Af = f (x+34Ax, y+-3Ay) — 3f (01-242, y+24y) 
+ 3/ (a+-A2, y+4y) — f (Œ, y). 


(28) 


To samo z innego punktu widzenia napisaliśmy w § 2. 
Drogą podobną, jak powyżej, daje się wyprowadzić związek pomiędzy 
różnicą zupełną rzędu 3-go i odpowiedniemi różnicami częściowemi: 
ASF = 052 f + SAS zy f+ 3A yy f + Aisy Fat BAŁ zzyf 
T GA zy f + BAzyyy f Ha BAS eeyyy f T SASZ z zywy f Ki Azzzyyy f- 


(29 
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Dalej, otrzymamy także różnicę zupełną rzędu 4-go: 
Atf = f (1444x, y+44y) — 4f (134x, y+34y) 
+ 6f (1424x, y--24y) — 4f (@+4y, y+4y) + f (2, y), 


tudzież, jej związek z różnicami częściowemi : 


(30) 


4 
+4 af 


5 
RREKO 


4 
SHBA yatti 


4 4 4 
AJ=A +44, > 
zy 


269), y 


4X E TN 


ali) y z3), y 


JHIA ` 
(31) j alè), y(3) 


ttai? 124 z(3), ma imat 


/-+4 f+ A 


A y) 104), al 


+4 


Pi y(%) 


Tym sposobem można uzasadnić wzór ogólny 


At f = f (okaz, y+-kAy) — kf (z + [k—1] Ax, y + [k—1]4y) 


(32) +8 RZ 


J (a [k—2] Ar, y + [k—2] dy) —... + f (a, y) 
a także związek, zawierający różnice częściowe: 


e k 
RSE z 4 PERES 


g(k—1) y zik- 2) y(2) 


.. k A r= Í+ A, R 
Ge (k—2) „*+' 


/ KE Dy „tka! 


pha s+G=na" 
0,7 TF ( RE Sa 1), A = W Ubi 
(33) EEVA zł), y(k— BATNA NV ej, 
(k k—1) |" (k—2)(k—3) "+: 


dż 1:2 M, pt l Da z(k—1), ja” T 1.2 TA rski 


. £(4—93 M s TR da „b r] +... 


k (k—1) 2k—2 2k—2 
"AE IE alk), y(k—2) I+ 2 A —1) yli DR „PAWEL | 
k [4 2k—1 2k 
Lg 0 ley * ky EWY ] Hi A iw, © f; 
2 
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dla krótkości wprowadziliśmy oznaczenia «© zamiast z, z, «,...s razy. 
Dowieść można, że gdy wzór napisany ma miejsce dla A*/, natenczas, 
stosując symbol A do każdego wyrazu i pamiętając związek (24), zauważy- 
my po uproszczeniu, że wzór będzie także prawdziwym i dla A*+'/, czyli że 
wzór ten jest zawsze prawdziwy. 
Możemy oprócz tego napisać wzór: 
n (n=1) „, 
f (a+-naz, y-rndy) = f (cy) + naf + ——37 Af 

(84) 


Śf+...+ arf, 


—1) (n—2) 
y n e | D) (n 


2.8 


który jest szczególnym przypadkiem ogólnie dowiedzionego wzoru (17). 
Przejdźmy teraz do funkcyj trzech zmiennych niezależnych. 
Metoda postępowania pozostanie tą samą, jak poprzednio, lecz wzory 
odpowiednie będą więcej złożone. 
Niech będzie funkcya trzech zmiennych niezależnych 


F=FP(i y, 2). 
Różnicą zupełną rzędu 1-go będzie 
(35) AF =F(a+-Az, y--Ay, 2--Az) — F (z, y, 2). 
Napiszmy następujące różnice częściowe : 


A, F=F(a+-Ma, y, z) — F (x, y, 2), 
A, F = F (x, y--Ay, z) — F (x, y, 2), 
å; F = F (x,y, ż+-Aż) — F (x, y, 2), 
Asy F = F (2+-Aa, y+-Ay, z) — F (2, y+4y, 2) — F (wraz, y, 2) 
: + F (z, y, 2). 
A2,, F = F(a--Az, y, z442) — F (x, y, z442) — F (@+4rx, y, 2) 
+ F (z, y, 2), 
A2,, F = F (x, y-LAy, z442) — F (a, y, z442) — F (x, y-+4y, 2) 
+ F (a, y, 2), 
Any: F = F (a+-Ae, y+-Ay, 2-|-A2) — F (x, y+-Ay, 2-42) 
— F(a+-Az, y, 2--A2) + F (x, y, zj-A2) — F (c+Aa, y+4y, 2) 
+ F (x, y-pAy, 2) + F (0-rAa, y, 2) — F (w, y, 2). 


(36) 
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Jako następstwo prawideł pisania tych różnie wypada widoczne prawo 
symbolów 


(37) Ar yF =A, aF, Ap FEA, F, A, FA, „FP, Apy FEA pF, 
td 
Prawo to dowiedliśmy ogólnie w $ 2. 


Dodając odpowiedniemi stronami wszystkie, napisane powyżej, różnice 
częściowe (36), łatwo otrzymamy 


(38) AF=4,F+|A,F--4.F+- A, FM, FLA, FLA, E. 


Jestto twierdzenie zasadnicze dla funkcyj trzech zmiennych niezale- 
żnych. Różnica zupełna rzędu 1-go fumkcyi trzech zmiennych niezależnych 
równa się sumie trzech różnic częściowych rzędu 1-go względem każdej zmiennej 
zosobna, więcej suma trzech różnic częściowych rzędu 2-g0 względem każdej pa- 
ry zmiennych, więcej różnica częściowa rzędu 3-go względem wszystkich 
zmiennych. 


Dalej różnicą zupełną rzędu 2-go będzie 


AAF = AF (x +Ax, ydy, z442) — AF (a, y, 2), 


czyli 


AF = A, F (2--Aa, y+-Ay, zj-A2) + A, F (x--Az, y+-Ay, z+42) 
+ 4. F (z--Az, y+Ay, z442) + Ary F (1--Az, y+-Ay, z+-Az) 
+ An: F (aaa, y-Ay, z442) + M2. F (244r, y-dy, z-Az) 
+ Sy: FP (a+r, ydy, 2-02) — A, F — A, F — A, F— Airy F 
— M. F — M, F — M8,,,P. 


Zastąpiwszy w powyższem różnice częściowe przez ich wartości, po 
uproszczeniu otrzymamy różnicę zupełną rzędu 2-go w kształcie: 


AF = F(«--2Az, y+-ZAY, z--2A2) — 2F (zda, y-LAy, 2+-A2) 
+ F (z, y, 2). 


(39) 
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Jeżeli teraz zróżnicujemy powtórnie wzór (38), będziemy mieli 
AAF = A (A, F + 4, FLA, F 4 Ary F H 43, F+- 42, F H A*zy..F), 
czyli 


A?F = A, (å, F44, F--A, FHA, y FLA, FHA, FHA ey F) 
+ A, (A, F--A, FHA; F--A?y FHA? p: F--A2, , F+A3,,. F) 

+ A, (A, FHA, F--A, FLA, FHA? FAHA: F+-A*,,. F) 

+ 42, (A, FHA, FHA; F-A2,; FAA: FHA, FHAS F) 
+ 42, (A, FHA, FLA, FHA? ey FA? FHA? pe PAS, F) 
F 42,. (4, FH-A, FHA; F--A?,, F-M2,,, FHA p: FHA rye F) 
+ Arye (A, FHA, FHA: FAHA, y F--A2,, FHA F-rA*,. F). 


Stąd po wykonaniu wskazanych działań i redukcyi wypada 
2 2 2 2 2 2 
F= A eS 24 PHA F+2A4 F424 F44 ; F 
gl? ay y?) æ: y.: zł 


3 3 8 3 3 
i Taen! Piui? dae Far T 


(40) 24 


3 4 4 4 
PER OKLEL PE. E S RE a 
Y :(2) £, Y, ? 42), y(2) y2), :8) 


æ?) , :(2) 


5 


4 4 A 
+48 FHAA y FHA FHA F 


æl?) y, : PEG zl), y(2), ; 


F+2A FPA 


y, :2) a, y), :(2) æl), y(2), :(2) 


5 
+ 2A o 


Wypisawszy szczegółowo wszystkie wartości różnic częściowych i do- 
konawszy redukcyi, otrzymamy wzór (39). Tym sposobem sprawdzimy, że 
wzór (40) jest rzetelnym. Postępując podobnie dalej, zróżnicujemy równa- 
nie (40); gdy następnie różnicowania zupełne zastąpimy częściowemi, podług 
wzoru (38), i wykonamy redukcye, natenczas znajdziemy łatwo: 
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á 


3 3 3 3 3 3 3 3 
Fa AA IA a ERR y T F Ta TTF, Pe dE A a” 


yd 


3 3 3 4 A 4 
+34 PHBA FH6A FH3A FHEA P415A, F434 F 
z, :(2) y, z(2) z,y,ż zB) y (2) yz z), z 


4 1 4 1 4 
64 F+-3A F154 F484  F-+-64 F + 15A F 
æl?) , „(© æ, y(3) sy?) „: AD 3 (2) -(2 


y), yż „z(2) z,y,:(2) 


4 5 5 
i p 9 / Y 
Wc Pkt, Ja F434 FN Vi RE RL. : F--21 A 


z(2) (2) z z, y(?), (2) 


5 b 5 È 
+34 T w a m” TA „P+BA, FSA, P 
y! y?),2l 


163), (2) z), y, 2 zl?) z(3) z6) y.: 
5 6 
F- M F F42 
+8. BE. 571%, 2.778 å TRS i. 44 FE". 


6 6 6 6 6 
94 F494 F4+9A —  F--94 F4-A F 
z), rA (2) 2(2), PA (3) z, y, :(2) è 


z, y(2), :(3) z(3), y) 
ga 94 j 
A F F+-4 F A 
+a w, :(3) FT æl?) , z(3) ofe z(8), yl2), z(*) ai a2), y(3), „(2) FF 9 z), y(2), 43) 
1 7 7 34 8 
A F+34 F434 F PL 3A 
H 3 zl), y%) ,: " g), y z3) Sia r,y(3), :(3) ai 263%), y(3), .(2) -+ 3 22), y(3), :(3) 
8 9 
+ 34 FEA F. 
263), y(2), :(3) 263), y8), 213) 


Jestto związek różnicy zupełnej rzędu 3-go funkcyi trzech zmiennych 
niezależnych z różnicami częściowemi. Roóżnicując równanie (41) jeszcze 
raz, można otrzymać podobnie 4*F, wyrażone przez odpowiednie różnice 
częściowe. Wzór dla 4*7F staje się więcej złożonym, aniżeli (41); z tego 
powodu pisanie wspomnianego wzoru pomijamy, aby uniknąć zbytecznej roz- 
wlekłości. Podobnie, jak dla funkcyj dwóch zmiennych niezależnych, bę- 
dziemy mieli wzór 


F (a-nAa, yndy, -pnAz) = F (2, y, 2) + nar + ARS ABF 
(42) 
2 nue (GB) AF... pnah AnP 


będący szczególnym przypadkiem ogólnie dowiedzionego wzoru (17). 
Zastanawiając się nad wzorami (24) i (38), spostrzegamy, że wzór ogól- 
ny dla funkcyi n zmiennych niezależnych będzie taki: 
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gdzie sumy odnoszą się tylko do kombinacyj liczb 1, 2,..., n. 

Jeżeli przypuścić, że wzór (48) jest prawdziwym dla n zmiennych 
Lys Tą, ...,0,, to można dowieść, że pozostanie również prawdziwym i dla 
n+l zmiennych £i, Z, ..., Luy jj. Tym sposobem okażemy ściśle, że 
związek (43) jest ogólnym i nie może podlegać żadnej wątpliwości. Dajmy, 
że we wzorze (48) funkcya ¥ zawiera także ilość £„}ı, lecz uważaną we 
wszystkich wyrazach jako wielkość stałą. Oczywista, kształt zewnętrzny 
różnicy zupełnej A%/ pozostanie bez zmiany, chociaż wzór (43) zawiera we: 
dług naszego założenia ilość 1,44, uważaną za parametr stały, a to dla tego. 
że ilość stała nie podlega różnicowaniu. Możemy wypowiedzianą wyżej 
myśl wyrazić równaniem 


1,-..,70 JA 5 
> AEREA PE 02443 ty POZY: Za Pa ch Epy 7 P> MT -+ 2 Ba, P 


i,k 
(44) AE 3 i 
F z da, opi sj F 2. Az, > KASTOR P. 


Przestańmy nadal uważać 7,4, za stałą i poddajmy wzór (44) różnicowanin 
względem «©,,,, będzie wówczas 


Pat, artin ... TypATy s upt FAT nj I P, Kay ++: Tp; Zyta FÓTn=H1 


m Poz, arF stn ». Ept Ay £n--1 gi: PZ, zy 1323 Cyr Ty 
1, 1,...,8 lpas á 
ja z ej, aypa wor > Mo, ep, Enp PT = Aj, an zza FT SAWA 


i,k, 


n+-1 


=p dźźm, +4, sji T> 
Dodajmy teraz wzór ostatni z wzorem (44), natenczas łatwo otrzymamy 


Pokaż, agf Atn -> Eyt ify By ALy>1 tą Tu; Ty, +12 By, Zui FAZy+1 
1... 1,...;f,-4-1 


n 1,...71,30r- 1 
(6) o = Fart Z NaH 2 nH. 


U 


Wiedząc dalej, że różnicą częściową co do zmiennej z,;, będzie 


Prz, 530: Em Zupy OZ z Gg 221g; S = Maz, P: 


http://rcin.org.pl 


Pzeaz, art Atn.. 1 Tyr Aty Tu tAn jz Pa, zo 2... Dy n41 


patai tona | lanat i ; 
= P> Az, T + = 432, s, P+ z A Th, a d a Aas 29.2 tm Enta W 


i 
. J z "41 
Pierwsza strona powyższego przedstawia nam różnicę zupełną AW © R” 
widzimy więc, że wzór (43) pozostaje prawdziwym i dla funkcyj n+1 zmien- 
nych niezależnych, co było do dowiedzenia. , 
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I. Rachunek różniczkowy. 


Od rachunku różnie przejdziemy do rachunku różniczkowego, robiąc 
jedno ogólne przypuszczenie, że przyrostki zmiennych niezależnych 
Ax, Ay, âz, ... stają się nieskończenie małemi. Oprócz tego rozważać bę- 
dziemy funkcye ciągłe t. j. takie, których przyrostki stają się ilościami nie- 
skończenie małemi, gdy Ax, Ay, Az,... dążą do zera. Gdyby przyrostki 
funkcyj przybierały wartość oo, podczas gdy przyrostki zmiennych niezale- 
żnych byłyby nieskończenie małemi, natenczas mówić będziemy, że funkcya 
ma ciągłość zerwaną. Przedmiotem wszystkich naszych rozumowań, które 
poniżej wyłożymy, będą funkcye ciągłe. 


Wiadomości wstępne. 

W rachunku różniczkowym mamy do czynienia z ilościami nowego ro- 
dzaju, które nazywamy nieskończenie małemi. Ilości tych nie spotykamy 
w rachunkach skończonych, z tego powodu podamy kilka twierdzeń, dotyczą- 
cych ilości nieskończenie małych. 

Jeżeli mamy pewien układ ilości skończonych 
(A) 4.0.05 h 


to wielkościami nieskończenie małemi rzędu 1-go nazywamy takie ilości 


(B) a, B, 74: 2-37; 
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które, zmniejszając się nieskończenie, dążą do zera, czyli nikną wobec ilości 
skończonych układu (A). Wskutek takiego założenia ilości 


a-+a, b+f, cHy,..., nv 


przedstawiać będą ilości zmienne, których granice będą odpowiednio równe 
wielkościom 


ROG Stadt 


Ilościami nieskończenie małemi rzędu 2-go nazywamy iloczyny, złożone 
z dwóch czynników, lub też drugie potęgi wielkości (B). tak więc 


ah, ay, Pyy... 


(0) EN BO A, e 


będą ilości nieskończenie małe rzędu 2-go. Ilości (C) zmniejszają się prę- 
dzej, aniżeli (B) i nikną wobec poprzedzających. 

Podobnie iloczyny ilości (B) po trzy, lub trzecie potęgi będą nieskończe- 
nie małe rzędu 3-go 


apy, afó, ... 
NDONAŻ | (83 uż 6 w.oĘ 


ilości rzędu 3-go zmniejszają się prędzej, aniżeli rzędu 2-go (C) i wskutek 
tego nikna wobec ilości (C). Podobnie dalej, iloczyny ilości (B), wziętych 
po 4, lub ż-te potęgi będą nieskończenie małemi rzędu ż-go. 

Wszystkie prawdy rachunków nieskończonościowych opierają się na 
kilku nadzwyczaj prostych twierdzeniach, które poniżej wyłożymy: 

Twierdzenie I. Ilości zmienne, równe między sobą, mają także granice 
równe. 

W rzeczy samej, gdybyśmy przypuścili przeciwnie, że ilości równe mo- 
gą mieć granice różne, natenczas koniecznie wypływałby stąd wniosek, że 
jedna i ta sama wielkość może mieć dwie różne granice, co jest niemożliwem; 
więc też twierdzenie, wypowiedziane wyżej, żadną miarą nie może być pod- 
dane w wątpliwość. 

Twierdzenie Il. Granica sumy skończonej liczby składników równa się 
sumie granic każdego że składników zosolma. 

Ażeby dowieść tej prawdy, dajmy ilości zmienne w kształcie 


(E) a--a, OFB c--y, a A 
gdzie a, b, c,..., n są ilości oznaczone, zaś a, 8, %, ..., » zmienne, nieskoń- 


czenie zdążające do zera. Liczba wielkości (E) jest, według założenia, skoń- 
czoną. Jeżeli wszystkie wielkości (E) dodamy, natenczas będzie 
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(FB) apatyt... Ener = appear. Pr. 


Druga strona powyższego jest tem samem, co i pierwsza, tylko składniki 
napisane są w innym porządku bez zmiany sumy. Z równości (F) czytamy, 
że granicą sumy, napisanej po pierwszej stronie, jest wielkość 


a-|-b-0- . .. +-n, 
czyli suma granie ilości danych (E). Druga część sumy 


aprts, 


będzie ilością nieskończenie małą i znika w granicy, jeżeli tylko liczba skład- 
ników jest ograniczona. Widzimy więc, że twierdzenie nasze jest dowie- 
dzione. 

Wniosek. Twierdzenie II może być nieprawdziwem, gdy liczba skład - 
ników sumy jest nieskończenie wielką, czyli nieograniczoną. Istotnie będzie 
wówczas 


a--a+-b+-8+-0+y+-. .. (ad infinitum) = a--0-0-...+a-+-8-7. « (ad inf). 


Widoczną jest rzeczą, że druga część sumy, napisanej po drugiej stronie 
znaku równości może już niebyć ilością nieskończenie małą, lecz przeciw- 
nie, suma 


a+ß+y+... (ad. inf.) = R 


może zdążać do pewnej ilości skończonej R. Tak więc w tym przypadku 
twierdzenie II przestaje być prawdą niewątpliwa; trzeba zbadać wyraz do- 
pełniający R i, jeżeli będziemy w stanie dowieść, że R dąży do zera, na- 
tenczas twierdzenie II utrzyma się także dla nieskończonej liczby wyrazów. 
Twierdzenie III, Granica iloczynu równa się iloczynowi granic. 
Dajmy iloczyn ograniczonej liczby czynników 


(a+a) (6-8) (cy) .. . (nv) = abe...n- (be. .n)a 
+ (ac... n) 8 +(ab...n) y +... (ab.e.. .) v-+ 2, 


gdzie tak, jak poprzednio, a, b, c, ..., m oznaczają ilości skończone, 
a,B,y,...,v nieskończenie małe; głoska Q oznacza dla krótkości sumę 
wyrazów, zawierających iloczyny nieskończenie małych po dwie, po trzy, 
po cztery i t. d. Z równości (G) czytamy wprost, że granicą iloczynu, na- 
pisanego po pierwszej stronie znaku równości, będzie iloczyn granic. czyli 
wielkość 


(G) 


abc... M, 
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gdyż wszystkie pozostałe wyrazy w granicy znikają, jako nieskończenie 
małe. c. b. d. d. 

Wniosek I. Twierdzenie III może nie być prawdziwem, gdy liczba 
czynników będzie nieograniczenie wielką, bowiem w tym przypadku może 
być suma 


(be...n)a + (ac...n) 8 +(ab...n)y +... + (abc...) vj... = 


w granicy równa ilości skończonej R. 
Wniosek Il. Z twierdzenia III wypływa, że granica ilorazu równa się 


ilorazowi gramic. W rzeczy samej będzie 


a--a 
bte 


. (b+8) =a+a, 


skąd wypada 


lim E ES) tim © + 0) = lim (a + a), 
czyli widocznie 
, Ja+a lim (a+ a) _ a 
im b -- J= lim (©6+8) b 
c. b. d. d. 


Symbol lim jest skróconem słowem łacińskiem limes, co znaczy granica 


$4. Funkcye jednej zmiennej niezależnej. 
Niech daną będzie funkcya 
F = F (2). 
Różniczką rzędu 1-go nazywamy granicę różnicy rzędu 1-go 
dF = lim AF = lim [F (z-HAx) — F (%)], 


gdy Ax nieograniczenie zdąża do zera. 
Pochodną rzędu 1-go nazywamy granicę stosunku 


: „PRV F (c LAc) — F (c) RRT e 
lim yA = lim WG *= 3 IINE =F (z); 


Az=0 


oznaczamy powyższą granicę przez = , albo też przez F’ (x). 
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Różniczką rzędu 2-go jest granica różnicy rzędu 2-go 
ËF = lim 4*F = lim [F (2-250) — 2F (a+-Az) 4- F (x)} 


gdy Av zdąża do zera. 
Widzieliśmy w teoryi różnic, że 


AF = AAF, 
oczywista, taka sama zależność istnieć musi i dla granic 
dF = ddF. 


Dalej, pochodna rzędu 2-go jest granicą stosunku drugiej różnicy funk- 
cyi do kwadratu Az, gdy Ax zdąża do zera 
AF F (1+-2Ac) — 2F (x-++Ax) + F (2) 


AT ETEN T o e | aA 


4z=0 


żer powyższą, zgodnie z poprzedzającem, oznaczać będziemy albo 


albo też przez F” (x). 


przez Aa To 
Kóżmiczka rzędu 3-go jest granicą różnicy rzędu 3- go 
d>F = lim A4*F = lim [F (c--340) — 3F (x+-240) + 3F (1--Ax) — F(2)|], 


gdy Ax dąży do zera. 
Ponieważ dla różnic mieliśmy 


A3P = AAN, 
więc i w granicy dla odpowiedniej różniczki istnieć będzie to samo prawo 
dF = AAF., 


Pochodną rzędu 3-go nazywamy granicę stosunku różnicy 3-go rzędu 
funkcyi danej do sześcianu Az, gdy As zdąża do zera 


= r" (©), 


Az=0 


Üi S RTP F(4--340) —3F SR -3F (2+4) — F (x) 


podobnie, jak powyżej, trzecią pochodną oznaczać będziemy albo przez Exa A 
albo przez F" (æ). 


http://rcin.org.pl 


29 


Wogóle, różniczka k-go rzędu jest granicą k-ej różnicy funkcyi, tu- 
dzież pochodna k-go rzędu jest granicą stosunku k-ej różnicy funkcyi do k-ej 
potęgi przyrostka Az, gdy Ar zdąża do zera. 

Zastosujemy teraz prawidła wyłożone do znajdywania pochodnych roz- 
maitych rzędów funkcyj zasadniczych. Dajmy m-tę potęgę 


y = a" 
Pierwsza pochodna będzie 


dy = lim dy = lim MCa a ai 


i = mz”-!, 
dæ Ax h 


h=0 


Jestto bardzo łatwem do dowiedzenia pależy tylko rozwinąć (c++h)” 
podług znanego w algebrze wzoru Newtona. Druga pochodna powyższej 
funkcyi będzie 


r_L9hm __ 9 m m 
Pó Ei (£x+2h) Aand +1 


dY = im 7 
da? Aa? 


h=0 
pisząc w postaci rozwiniętej, otrzymamy 
», WSA m|. ym 
lim Car aen ETYCE = lim e G + ma"-1 , 2h 


h=Q 


m z gm (MWF... — 2 ("+ ma” h 


m (m—1) 


~ 1 ęp=2—*8--. J+»|=m (m—1) z"-*, 


tak więc będzie 


dźa” 


e = m(m—1) z". 


Zamiast tego postepowania w celu znalezienia pochodnej rzędu 2-go mogli- 
byśmy różniczkować pochodnę rzędu 1-go 


d nm —1) — MN — —2 
T (mx”-1) = m (m—1) z”=*. 


Podobnemi drogami znaleść łatwo pochodne rzędu 3-go, 4-go i wogóle 
rzędu t-go 
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dia” ; A 
TA” =m (m—1) bee (m—i+1) P i 
gdy będzie i=—=m, natenczas pochodna staje się ilością stałą i dalsze pocho- 
dne rzędów wyższych będą zerami. 
Dajmy funkcyę logarytmową 


y=lgx. 
Pochodna rzędu 1-go będzie 


dy _ lim lg (x+h) — lg x 
da h 


, 


h=0 


przyjmując h = p zauważymy, że, gdy dąży do zera, to m w tym sa- 


mym czasie zdąża do oo. Widzimy dalej, że 


J A = lin ie ię fı +7) 


Łatwo jednak dowieść, że 


c 


dy ; 1 
(0) lim (T lg 


1 m 
E A 
gdzie e oznacza zasadę logarytmów naturalnych; w tym celu należy tylko 
rozłożyć m-tą potęgę powyższego dwumianu podług wzoru Newtona. Tym 
„sposobem widocznem będzie z równania (0), że 


dlgs 
dæ 


AAE 
= 7: 
Weźmy dalej pochodnę rzędu 2-go funkcyi logarytmowej 


1 
dy _ lg (c-H2h) — 21g (x+h) Hlge| _.,. (c + 2h) c]” 
e ky r EE NA EG = imi | Gy” Ti | . 


h=0 


Dajmy h = maż, gdzie i = V — 1, wówczas będziemy mieli 


1 1 
dy _.,. | ©? -+ 2mi a? |= * 1 + Zmi i 
ao unie aa’ 200% T ag repa) MS 
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czyli 


dży 1 m. A m? m 
(p) gg — ga me m? Ba draia (i “IF za) > 
l > 1 + 2mi m=0 w 


Możemy łatwo dowieść, że 


A> 
m? ) m? 
1+ Zmi 


= e, 


lim (u A 


m=() 


albowiem, rozwijając podług wzoru Newtona, otrzymujemy 


(1 FA Ta "= + i l Ez) z) WZ (5 + 1) (Ez sn) 


+ zas (w +) (+3) (fm 
czyli 


zł e M 1 1 1--m* m? 1 » 
| E- a "dak Im t c M TFE) 


(1m?) (12m?) 
ai DE] GER -+ Fa Li 


Gdy m = 0, natenczas szereg, napisany po drugiej stronie znaku równości, 
dąży do swej granicy e. Zauważymy tutaj jeszcze, że druga strona powyż- 
szego równania tworzy się z nieograniczonej liczby składników; zgodnie 
więc z tem, co powiedzieliśmy w wniosku z twierdzenia II, baczyć trzeba, 
czy suma wyrazów niknących nie utworzy wielkości oznaczonej, W tym 
jednak przypadku nie mamy żadnej wątpliwości co do tego, że suma wyra- 
zów niknących będzie zerem, bowiem widoczna, iż każdy z wspomnianych 
wyrazów przy m= 0 staje się ilością nieskończenie małą rzędu wyższego 
aniżeli pierwszy. Takim sposobem niewątpliwie z równania (p) wypada 


BAŃKO. RI 


da? m 


Wyprowadziliśmy pochodnę logarytmu rzędu 2-go całkiem niezależnie 
od pochodnej rzędu 1-go, wiemy jednak, że ten sam wypadek możnaby było 
otrzymać przez różniczkowanie pochodnej rzędu 1-go 
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Podobną metodą możemy po kolei znaleźć następne pochodne rzędów 
wyższych funkcyi logarytmowej. Wogóle będziemy mieli 


Lajt. © PEN A AA P KE rp 
za =(—1)-1.1.2.3...(k—1) x”; 


łatwo dowodzi się, że, jeżeli wzór powyższy jest prawdziwym dla liczby k, 
natenczas utrzymuje się także i dla liczby k-+1. 
Przejdziemy teraz do funkcyi wykładniczej 


y = u". 
Pierwsza pochodna 


dy > art” p'as a” 
de lim h 


Jeżeli damy 


(q) a — l= —, 


natenczas będzie widocznie 


A (> — 1 
lim a” 
h 


F 


Znaleźliśmy więc 
da” 
da 


= wu lga. 


Druga pochodna funkcyi wykładniczej będzie 


2 wth __ m-+-h æ $: 2 
SE AN 2 ZSZ 1 sa 4 = im « | £ 7 T 


h=) 
Robiąc znowu podobne, jak powyżej, przypuszczenie (q), znajdziemy 


d? a” 


dż = lg" a 


Jestto szczególny przypadek wzoru ogólnego 
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d: a” 
ię OAM 


ktory się bardzo łatwo udowadnia. Gdyby było a = e, natenczas 


d* eż 
da” 


Można powiedzieć, że funkcya e” jest nieruchomą, gdyż różniczkowa- 
nia wszelkich rzędów pozostawiają tę funkcyę bez żadnej zmiany. 
Dalej niech będzie dana /umkcya trygonometryczna 


y =sin z. 


Pochodna rzędu 1-go jest 


m R 
Z = lim ŻY = lim sx : cos (e + z] j 
sing 2 
skąd widoczna, że 
d sin z 
R PEOR D 


gdyż stosunek wstawy do swego łuku zdąża do granicy l, jeżeli k dąży do 0. 
Pochodna rzędu 2-go funkcyi sin z otrzymuje się tak 


ŻY im sin (x+2h) — 2 sin (x+h) + sin c sin z 
da? h? 


h=Q 


2 sin (x+h) . cos h — 2 sin («+h) 


= lim h? 


B 
zamieniliśmy w powyższem 


sin (z+ 2h) + sin z = 2 sin (x+h) cos h 


przez wartość, napisaną po drugiej stronie znaku równości ostatniego związ- 
ku. Następnie zrobimy łatwe przekształcenia 


sl = lim si sin (x+h) [cos h = 1] = lim (2 sin (r+-h) . 2 sin? 2. 
czyli 
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a to dla tego, iż wiemy 


sin A, 
2 
h 
ag 


lim = |. 


h=0 


Takim sposobem, niezależnie od pochodnej rzędu 1-go, dowiedliśmy 


d sins _ 3 
qg = — sin ©, 


ten sam wypadek moglibyśmy także otrzymać przez różniczkowanie pocho- 
dnej rzędu 1-go. Weźmy jeszcze pochodnę rzędu 3-go 


dèy 
By: sery = li 


e sin (1+-3h) — 3 sin (x+2h) + 3 sin (x+h) — sin © 
dæ 


h? 


h=Q 


Łącząc w powyższym liczniku wyrazy pierwszy z ostatnim oraz drugi 
z trzecim, otrzymamy bez żadnych trudności 


2 cos (e + $ h) sin A — 3. 2 cos (e + + h) sin- 


d ; 2 
PNE A ę 
czyli 
3 
2 cos(x + — h 
Ce A ( 2 | FAR: 73) 
pa =lim APA 7 EJ (sin 3 4— 88in gf, 


Wiemy jednak na zasadzie znanego wzoru trygonometryi, że 
A h A | ogh 
sin 3 -> — 3 sin -y = — 4 sin 3” 
więc będzie 
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skąd widoczna, że 


Prowadząc podobne dowodzenia dalej dla pochodnych rzędów wyż- 
szych, dojdziemy do wzoru ogólnego 


PEE = sin (r k-2- 
Niech będzie dana dostawa 

Yy = COS T, 

natenczas pierwsza pochodna jest 
| sin È 

d = lim STE Eeee PISTI. = fiw = 1 Ź. iù (z L Ż 

h=0 2 h=0 
skąd wypada 

Ter = — sin v, 


Pochodna rzędu 2-go będzie 


dzy jg, ©08 (+2) — 2 cos (14h) + cos w 
dæ? ha FA 
h=0 


Łącząc w liczniku wyrazy pierwszy z ostatnim, będziemy mieli 
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dży „ 2c0s(x+-h) cosh — 2cos(c+h) _„,. Żceos(c+-h 
ET Na lim ooe (ari con hoone EA = lim O | cos mı] 


ah a | 
sin 
Y = lim cos (c-+h) 


i ji 


Tą drogą niezależnie od pochodnej rzędu 1-go znaleźliśmy 


| = — 008 T. 


=0 


d? cos z 
da? 


= — COS Z. 


Ten sam wypadek otrzymać można przez powtórne różniczkowanie po- 
chodnej rzędu 1-go. Pochodną rzędu 3-go będzie 


— lim £% (c+3h) — 3 cos (x+2h) + 3 cos (x+h) — cos x 
da h? 


h=0 


Jeżeli połączymy w powyższym liczniku wyrazy pierwszy 4 ostatnim 
oraz drugi z trzecim, natenczas łatwo otrzymamy 


3 
ŻY — lim 


i 3 
ie k iih 3h h 
da? h* 


sin —>— — 3 sin z AN 


przekształcając podobnie, jak dla trzeciej pochodnej sin x, będzie 


TY = lim sin (z + ma Ey n = sin 2, 


tak więc mamy 


d’? cos z 


da? = sint. 


Rozumując podobnie dla następnych pochodnych rzędów wyższych, 
spostrzeżemy, że wzór ogólny będzie 
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d* eos x n 
dar = 008 (+5). 


Nie będziemy tutaj powtarzać powszechnie znanych *) i prostych do- 
wodzeń dla wyprowadzenia wzorów: 


dtgz _ 1 dcotgc _ 1 

dz ,  cosżz ” da sin? z ’ 
BCT e Sai dcosec z _ t 
da t8 aser, —4du 7 — 00tg © cosec z. 


W dalszym ciągu przejdziemy do funkcyj kołowych. 
Niech będzie dane 


y = arc sin z. 
Pierwszą pochodnę znajdujemy według ogólnego prawidła 


arc sin (x+h) — arc sin z 


(s) dy = lim A $ 
: |n=o 

dajmy 

(r) arc sin (r+h) =2, arc sin @ = u. 


Widoczna, że gdy h zdąża do zera, w tym samym czasie z dąży nieo- 


graniczenie do u. Z równań (r) wypada 
z+ h= sinz, z = sių u, 
i wskutek tego będzie 
h = sin z — sin u. 
Takim sposobem zamiast związku (s) będziemy mieli 
ż—u 


sin z — sin u 2 si 
s= sin 9 


zż—u 


zu z+u 
. COS 


L apre 


3% = lim 


z=u 


ponieważ jednak wiemy, że 


*| Patrz „Zasady rachunku różniczkowego“ ete. W. Folkierskiego, str. 304, 305, 306. 
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"| 


więc będzie widocznie w granicy 


OM AC, 
da cos w Vi — sinu 
Tą drogą znaleźliśmy szukaną pochodnę 


darc sin s 1 


dw 5%: 3 VIP 
Dajmy jeszcze 


y = arc cos z. 


Pierwsza pochodna będzie 


(0) = = lim 879 x a — arc cos z 
h=0 
Załóżmy 
arc cos (T—-h) == Z, arc cos 2 = u, 
czyli 3 
æ + h= cos z, c=cosu, h= CoS Z — cos u. 


Na zasadzie powyższych związków przekształcimy równanie (ć) 


z—u 
OE z—u. BŚ 2 
> fele ot "rzy pał” dd SEE SCE 
s=« 2 2 =u 
Przeszedłszy do granicy, otrzymamy 
L. e n ra D aA h 
czyli 
darecosz _ | 1 
dz V1—a2? 
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/ P>] i , 2 r 
4 Aea a A S TA 4 TAR r A ha a Eia h: A aá 3. yra 


Niech będzie dane 


y = arc tg z, 


natenczas pierwsza pochodna jest 


(0) pad — lim 0 t8 ei. — arc tg © j 
=) 
Zakładając 
arc tg (zh) =z, arctgz=u, 
czyli 


x +Hh= tgz, c=tgu h= tg z— tg u, 


zamiast związku (v) będziemy mieli 


BY. ia ż—w — qr (CU) 008 Z . COS W 

a e tg z — tgu =p sin (2—u) 
Stąd widoczna, że w granicy będzie 

a e a A 
+ ae 
czyli 
darctga / 1 
dæ < AEG" 


Podobną metodą znajdziemy bardzo łatwo 


darccotgw _ _ 1 d are sec z _ 1 
da 1427" da aVa—] * 
darccosecz _ 1 
dz w gVa—1 ` 


$ 2. Wzór Taylora. 


Wzór (17, rozd, I) dowiedziony ogólnie, możemy zastosować do funkcyi 
jednej zmiennej niezależnej, pisząc 
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" 40 
F (x+nAax) = F (a) +n ję asp zł AE Aa? 
(1) 
close Atea IO ZBYT 
T 13.8 Ka to 
Zrobiliśmy we wzorze (17) zamiany widoczne 
AP = SE he, A*P= 15 det it. d. 


Jeżeli przyjmiemy w powyższym wzorze, że Ax zdąża do zera nieogra- 
niczenie i że F (zx) jest funkcya ciągła, natenczas w myśl określenia pocho= 
dnych rozmaitych rzędów będziemy mieli 


(2) E = FO (<) + &i, 


gdzie F (x) = ch oznacza pochodnę ż-go rzędu, zaś e, oznacza ilość, zni- 


kającą wraz z Ar. Wzór (1) wskutek związków (2) przybierze postać taką: 


n naD 


Hepni — Pla) nas [P'(a) + 0] 70 sa (oh a + 


(3) 


F n (n1) (2—5) Az? [F" (£) + e] + na 


Załóżmy dalej 


jeżeli pod głoską h rozumieć będziemy ilość stałą, oznaczoną, natenczas 
A= + dążyć będzie nieograniczenie do zera, co jest w zupełnej zgodzie 


z poprzedzającemi założeniami (2). Wzór (3) będziemy mogli napisać 
w kształcie 


F (z+h) = F (2) +h [F' (2) + e, | + rz: = CZ). (F' (2) + e,] Ac? 


+ ra: Cz) (5) 070 +a] ae +... 
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Wykonawszy wskazane mnożenia, po skróceniu i odpowiedniem uszy- 
kowaniu wyrazów, otrzymamy z ostatniego równania 


P (c+h) = F(a) ArH Gre + zp "O+. 


+ |le, + A at ]+0. 


gdzie dla krótkości Q oznacza sumę tych wyrazów, które zawierają nie- 
skończenie małe rzędu wyższego, aniżeli pierwszy 


h Az . £ h Az . ez 


PEZET: * TEE TO 


Gdy przejdziemy do granic, natenczas wyraz © znika, lecz 


epa] 


może mieć w granicy wartość skończoną R, bowiem wyraz ten przedstawia 
sumę nieskończenie wielkiej liczby składników, z których każdy jest ilością 
nieskończenie małą rzędu 1-go. Takim sposobem otrzymaliśmy nadzwyczaj 
ważny wzór Taylora w ksztalcie 


2 3 
F (24h) = F (æ) HAF (a) +3 F" (a) -+ aet. .. +R. 


R nosi nazwę reszty wzoru Taylora. Wielu sławnych matematyków zaj- 
mowało się znalezieniem wartości reszty R, przytoczymy tylko najbardziej 
używane wzory. 

Lagrange znalazł 


R=a-—z:w (* (240%. (0<8< 1) 


Cauchy dał inną postać reszty 


e Pow 


= .. (n= 


pf (c + 8h) , 


gdzie 0< 6 <1. 
Ażeby można było stosować wzór Taylora, trzeba koniecznie, aby sze- 
reg był zbieżny i aby wyraz dopełniający R stawał się zerem w miarę nie- 
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2 
ograniczonej liczby składników szeregu. Grodnem jest uwagi to, że w wielu 
razach można obejść się bez badania reszt, jeżeli rozumewać sposobem na- 
stępującym. Niech będzie dana funkcya f (x) taka, że zastosowawszy wzór 
Taylora, otrzymujemy szereg zbieżny i wyraz dopełniający niewątpliwie dąży 
do zera, natenczas będzie 


W  fe+h=ro+M"+Tzr 0 +rzzi +. 


Jeżeli równość ta jest prawdziwą, wówczas wszystkie własności, które 
ma strona pierwsza, powinny mieć miejsce i po stronie drugiej. Lewa stro- 
na nie zmienia się wcale, jeżeli æ zastąpimy przez h i odwrotnie, gdyż 
c+h=h-+ a. 

Ta sama własność musi się powtarzać i po stronie prawej równości (4) 
czyli będzie szereg drugiej postaci 


6  (C+N=FNR +efN + FS") +rzzi W +2. 


Zbadawszy w każdym poszczególnym przypadku zbieżność szeregu 
Taylora w obydwóch wzmiankowanych wyżej postaciach, dla dowolnych 
wartości z i h, mamy zupełne prawo uważać wzór Taylora za dowiedziony 
bez roztrząsania reszt. Szczególny przypadek wzoru (5), gdy h = 0, przy: 
jęto nazywać wzorem Maclaurin'a. Ażeby dowieść, że wzór (5) będzie 
prawdziwym, gdy przyjmiemy h=0, należy wpierw zbadać, czy szeregi (4) 
i(5) pozostaną zbieżne dla wartości h,dowolnie małych, dodatnych lub uje- 
mnych; w takim tylko przypadku będziemy mogli zrobić przejście do h = 0. 
Kładąc w (5) z + h= y, otrzymamy jeszcze szereg 


fW=FR6+U-R FB A MZÓ pra + U "lh +. 


który jest w zastosowaniach więcej dogodny, aniżeli szereg Maclaurin'a, 
gdyż ilość dowolną h możemy tutaj w każdym szczególnym przypadku do- 
brać podług upodobania i przytem tak, aby szereg napisany był możliwie 
szybko-zbieżny. 

W zakończeniu uwag naszych nad wzorem Taylora powiemy jeszcze 
słów kilka o głośnym przykładzie Cauchy'ego 


1 
f(z) e s. 
Stosując wzór Taylora w drugiej postaci (5), otrzymamy 
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[ 6+0 + EB = (0) + ef 4) + Z” 0) +... 076 
(5a) 


1 


1 
2e r x? 4e m 
tem Aaea JE 


Widzimy, że te wyrazy po prawej stronie, które wypadły z rozwinięcia 


1 
funkcyi e œ+ w szereg, można napisać tak 


1 1 
t * x? je w 6e T 
(6) n + TAG zd "+ 


R 7 [+4 +1 Ty „= a+. 1 


Przyjmiemy teraz, że h przybiera wartości coraz mniejsze i nieograni- 

czenie dąży do zera; spostrzeżemy łatwo, że po lewei stronie (6) każdy wy- 
R" Pe. PŁ. U 

raz, z wyjątkiem pierwszego przedstawia się pod postacią nieoznaczoną T’ 

której prawdziwa wartość znajduje się wiadomemi sposobami i staje się rów- 

ną zeru. Po prawej zaś stronie (6) pierwszy czynnik staje się zerem, lecz 


całe wyrażenie, wzięte w nawiasy | |, będzie wielkością oo. Takim sposo- 
bem, gdy h = 0, równość (6) możemy przedstawić symbolicznie tak 


0-0 0 --... (ad infinitum) = 0.oo. 
Inaczej być nie mogło, gdyż nieskończona suma ilości niknących nie może 


być dowolnie brana równą zeru. .Jasnem się staje teraz, że szereg Taylora 
(5a), przy h =0, będzie 


r+ f=. o EAO + af 0) +5 z" O+rz O+: 


Znaczyć to będzie, że, chcąc do przykładu Cauchy'ego stosować twierdzenie 
Taylora, należy po prawej stronie powyższej równości ilość nieoznaczoną 
0.co zastąpić znowu przez Sz gdyż funkcya = nie daje rozkładu na 
szereg, 

Inaczej wnioskował Cauchy; opuszczając symbol 0.oo, Cauchy dowo- 
dził, iż absurd nieunikniony 
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"s+-f(a)=f(a) * 


potwierdza zdanie o konieczności roztrząsania reszt wzoru Taylora. 

Na poprzedzających stronicach okazaliśmy, że reszty wzoru Taylora 
ukazują się sposobem zupełnie naturalnym i są uzasadnione; jednakże przy- 
kład Cauchy'ego, przytoczony powyżej, nie może służyć do tego celu, do któ- 
rego niedokładnie był przeznaczony przez wynalazcę. 


$ 3. Prawidła różniczkowania. 


Wskazawszy w $ 1 ogólne i łatwe drogi do znajdowania pochodnych 
rozmaitych rzędów funkcyj zasadniczych, przejdziemy teraz do pochodnej 
funkcyi funkcyj czyli funkcyi złożonej. 

Gdybyśmy mieli funkcyę złożoną w kształcie 


u = f (£a), 
Ta = Qn (2u—1), Ln—ı = a_1 (Cx--2), ..., Tą = Pa (zy ), 


natenczas, nie rozwiązując ostatecznie układu równań, możemy znaleźć po- 
chodnę u względem 2,. W tym celu napiszmy tożsamość 


Au Au Aty Az 


Aa Aa, Aa," ** Baj? 


przeszedłszy do granie, będziemy mieli 


du du dc, dzą 


de, dz, dra, A da, * 


Wzór ten przedstawia łatwe prawidło pisania pochodnej funkcyi 
złożonej. 

Twierdzenia, które wyprowadziliśmy w poprzedzającym rozdziale dla 
różnie funkcyj wielu zmiennych niezależnych, będą mieć, bezwątpienia, miej- 
sce dla jednej zmiennej. 

Z twierdzenia 1-go wypada dla funkcyi jednej zmiennej. 


A (F+c) = AF, 


gdzie c oznacza stałą dowolną, lub funkcyę peryodyczną. 


*) Przykład ten jest przytoczony między innemi w podręczniku Sturm'a: „Cours 
d'analyse“. 
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P.rzechodząc od ostatniego równania do granie, otrzymamy 
d (F+c) = dF, 


czyli, że, różniczka nie zmienia się, jeżeli do funkcyi dodamy stałą dowolną. 
O funkcyi peryodycznej w granicy mowy być nie może, gdyż nieskończenie, 
małe przyrostki znikają. 

Oprócz tego, widocznem jest 


A (F+) _ AF 
Ac da 
stąd w granicy będzie: 
d(P+e) _ àF 
da dz 


czyli, pochodna nie zmienia się, jeżeli do funkcyi dodamy stałą. 
Z twierdzenia III mamy 


At (a F) =a åt F, 
skąd w granicy będzie 
d (aF)=ad'*F. 
Podobnie dla pochodnej 


At (a F) Ak F 
i 5 Ag ” 


czyli w granicy 


Widzimy więc, że pochodna iloczynu fumkcyi przez stałą równa się ilo- 
czynowi stałej przez pochodną tego samego rzędu fumkcyi. To samo mamy 
i dla różniczki. 

Z twierdzenia IV-go wnioskujemy, że, mając daną sumę 


s = F, (a) + F, (a) +... + Fn (0), 


otrzymamy różnicę k-go rzędu 
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Ats = At Fi --A*F,-+-...--AĘF,, 
stąd w granicy będzie 
dt s = d F, +-d' F +... 4+ dF, 
Podobnie dla pochodnych będzie także 


Ats AF, , AT, , 
le = qe, boga To hp" 


w granicy 


d*s d F dF, dkF, 
dać w 0 Tre T a 


Tak więc, pochodna sumy równa się sumie pochodnych tego samego rzę- 
du. Podobnie będzie i dla różniczki. 

Ażeby wyprowadzić pochodną i różniczkę iloczynu, dla łatwiejszego 
zrozumienia weźmiemy nasamprzód różnicę rzędu 1-go. W rozdziale po- 
przedzającym otrzymaliśmy 


(1) A(f.F)=fAF+4-F.Af+Af.AF. 


Gdy stąd przejdziemy wprost do granicy, natenczas dla różniczki wzór 
będzie taki 


G) d(f.F)=f.dF<+-P. df. 


Ostatni wyraz po drugiej stronie (1) musi zniknąć, jako nieskończenie 
mała rzędu 2-go. 
Dla pochodnej będzie związek 


EU F) 


(m) =r Etr >. AF, 


który otrzymaliśmy z poprzedzającego (1), dzieląc wszystkie wyrazy przez 
Ax. Przechodząc od ostatniego związku do granie, mamy 


Hi sj 


WD = (kę Was: 


ostatni wyraz w (m) znika, ponieważ pochodna jest ilością skończoną i nie 
może zawierać nieskończenie małej  Różniczkę iloczynu możemy także 
otrzymać z pochodnej, mnożąc tę ostatnią przez dz. 
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Dla różnicy rzędu 2-go mieliśmy wzór 
A? (f. F) =f AF4 2 Af. AF + FA?f+-2 Af.4A2F +-2A%7,AP 
+A. AP, ; 
skąd, dzieląc przez Aax*, otrzymamy 


A? (f. F) Af AF 
f =ria HE. sd A Ta +24f pg +2 gą Az AF 


(n) A 
yT ar, 


Po przejściu do granicy będzie widocznie 


d? (.7) LF a AF 


"= fa t2i e taj 


Te zaś wyrazy w równaniu (n), które zawierają ilości nieskończenie 
małe, zniknąć muszą. Podobny wzór będzie dla różniczki rzędu 2-go, gdy po- 
mnożymy pochodną, wyżej napisaną, przez da*, Taką samą drogą z wzoru 
(D), rozd. I, przedstawiającego k-ą różnicę iloczynu, otrzymamy pochodnę 
k-go rzędu, za pomocą metody granie 


(f.FP) aF WAP | k(k-1) ëf d- F 
Mo"rZTE A eat AE dA CFO 


ZZA 


Jestto znany wzór Leibnitz'a. 

Z prawideł różniczkowania iloczynów można łatwo wyprowadzić odpo- 
wiednie prawidło dla dorazu. Niech będzie dany iloraz dwóch funkcyj 
zmiennej niezależnej z 


Ri 
F. 


Możemy napisać tożsamość 


EITE o E 


dy. ęd 
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różniczkując według prawidła, dowiedzionego dla iloczynu, będziemy mieli 


x La żyć z (5)+ cg i 
skąd wypada wprost 
df dF 
(STAWIŁ AAA 
dz |F FA F? 


Jestto pochodna ilorazu. Mnożąc pochodną przez dx, otrzymamy po- 
dobny wzór dla różniczki. 


§ 4. Wyrażenia nieoznaczone. 


Odróżniamy dwa typy główne wyrażeń nieoznaczonych. Postać sym- 
0 
boliczna pierwszego typu jest ry , drugiego zaś 1%. 


Niech będzie dany dka. 


C 
& 
= 
sk 
z 
= 

© 


F (x) EW. 0% 


Ażeby odnaleźć prawdziwą wartość powyższego ułamku, weźmy 


f (ae) 
F (a+-e) ° 


gdzie e oznacza ilość dowolnie małą. 
Stosując do licznika i mianownika wzór Taylor'a, będziemy mieli 


pary (OTef O+ js f" (a) + riar (a) + . 
Fat)  p(a)«F(a) +74 F'la + zz Fl) +. 


Ponieważ jednak według założenia mamy 
f (a) = F (a) = 0, 


więc będzie po skróceniu przez « 
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f’ € f" e i KP 
fara. TETE MOŚĆ KÓW 
n BE PRAW E URAL SR TOGR ŚĆ 
OBTA Try 7" (0) zz F" (0) +... 


Kładąc w powyższem e = 0, otrzymamy 


fla) _ f' (a) 
F(a)  F'(a)'" 


Jestto szukana wartość danego wyrażenia nieoznaczonego. 

Jeżeli f'(a) i F’ (a) nie są zerami, natenczas wyrażenie nieoznaczone 
nazywać będziemy jednokrotnie nieoznaczonem. Gdyby f'(a) i F' (a) były 
równe zerom, w tym przypadku będzie widocznie 


f' (a) (a) _ f" (a) (a) | 
(p) Fa F" (a) * 


dane wyrażenie będziemy nazywać dwukrotnie nieoznaczonem, jeżeli ma 
miejsce związek (p) i /” (a), F” (a) nie równe zeru. 
Dalej, gdyby i f” (a) = F" (a) =0, natenczas jest widocznem, że 


Th 


'(a) _ E (a) 
p" (a) F" (a) £ 


xw 


Jeżeli f" (a) i F" (a) nie będą równe zeru, w tym przypadku ułamek 
f” (a) 
Fra) 
zywać będziemy trzykrotnie nieoznaczonem i t. d. 

Wyrażenia nieoznaczone drugiego typu mają kształt 


będzie przedstawiać prawdziwą wartość danego wyrażenia, które na- 


u=|F(2)]/©. 
Dajmy, że dla pewnej wartości © = a będzie 
F (a) =1, f(a)=q 
i wskutek tego u = 1%, 
Ażeby znaleść prawdziwą wartość danego wyrażenia, koniecznem jest 


przejście do logarytmu 


lg u = f (£) lg F(x) Ex ; 
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czyli 
lg u = PEE M = S 
f (a) 


W dalszym ciągu stosujemy prawidło, dowiedzione dla wyrażeń typu 


$ i, znalazłszy prawdziwą wartość 


Igu=Q, 
będziemy mieli widocznie 


w=e. 


Wszelkie inne wyrażenia nieoznaczone możemy zawsze doprowadzić 
do dwóch typów głównych, powyżej wzmiankowanych. 


§ 5. Funkcye wielu zmiennych. 


Gdy mamy daną funkcyę wielu zmiennych niezależnych 
f=f(ay,ż,.. .), 


natenczas możemy ustanowić ściśle pojęcia pochodnej częściowej rzędu 1-go 
względem pewnej zmiennej, lub pochodnych częściowych rzędów wyższych 
względem kilku zmiennych, lub względem wszystkich zmiennych. Pocho- 
dne te przedstawiają we wszystkich własnościach zupełne podobieństwo do 
pochodnych funkcyi jednej zmiennej niezależnej; odrębnych własności te po- 
chodne wcale nie posiadają, możnaby więc nazywać je wprost pochodnemi 
funkcyj wielu zmiennych, bez dodawania wyrazu częściowe lub cząstkowe. 
Dla funkcyj wielu zmiennych niezależnych możemy także określić pojęcie 
różniczki zupełnej, która będzie ściśle odpowiadać różniczce funkcyi jednej 
zmiennej, oprócz tego będziemy jeszcze odróżniać pojęcie różniczki częściowej 
lub cząstkowej, która odpowiadać będzie pochodnej, wziętej względem je- 
dnej, lub kilku zmiennych. 
Dajmy nasamprzód funkcyę dwóch zmiennych niezależnych 


f= f (Œ, y). 
Różniczką zupełną powyższej funkcyi jest granica 
(q) af = lim Af = lim |f (ca, y+4y) — f (2,y)], 


gdy Ax wraz z Ay zdążają do zera. 
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Z wzoru (24) teoryt różnic otrzymujemy wprost 


» _ Aef A, f AŻ, f 
Przeszedłszy do granic, będziemy mieli 


A d l 
w. a= TĘ de 4-2 dy. 


Ostatni wyraz musi zniknąć, jako nieskończenie mała rzędu 2-go. Wzór 
(q) jestto różniczka zupełna rzędu l-go funkcyi dwóch zmiennych niezale- 
żnych. Wyraz oddzielny 


i ra A 
ir w =dzf 


nazywamy różniczką częściową względem zmiennej æ. Podobnie wyraz drugi 


nazywamy różniczką częściową względem zmiennej y. Wyraz, znikający 
w powyższem (q) 

Vf 

da: dy 


de dy = d ah 


nazywać będziemy różniczką częściową rzędu 2-go względem zmiennych 
ciy. 
W teoryi różnie (23) dowiedliśmy prawa symbolów 


j zy f= dyw f: 
więc i w granicy być musi także 


dzy f= UE f 
skąd wypada widocznie 
Ei o G 
dæ dy dy dx ` 


Wyjaśnimy poniżej, co rozumieć należy pod pochodnemi częściowemi. 
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af nn del _ a LEHA, y) — f (my) 
i pykogi Je ry 0-4ler1E pó Pre Fazy K 
Az=0 
df gm M” = lim GYŁAW) — f y) 
dy ây Ay 
Ay=0 
dźf UOA PT, e 
toT lim Re 40 
— lim / GAYA) — f (Gytóy) — f Graz, y) +7 (0, y) 
Ac. Ay 
dz =0 
dy =0 


Dla znalezienia wartości pierwszych dwóch pochodnych granice odnaj- 
dują się sposobem zwykłym. Ażeby znaleść granicę 


i ; dz f 
(r) lim RE 


szukać należy nasamprzód granicy względem Az, uważając Ay za ilość 
stałą, potem dopiero szukamy drugi raz granicy względem Ay. Istotnie, 
biorąc w powyższem pochodnę licznika i mianownika względem ilości Az 
będziemy mieli 
df(zęóa,y+dy) de _ df(&+Ax, y) dz 
da " Aa da " Az 
Ay ROP 0 
Przypuszczając tutaj, że Ax dąży do zera, będzie 
af (x, y+4y) _ df (æ, y) 
SE M8 
"PIRTEBFY 1 
Gdy Ay dąży do zera, natenczas ułamek ostatni będzie 1% biorąc zno- 
wu pochodne licznika i mianownika względem Ay, otrzymamy 


Tf (w,ytAy) dy 
da dy Ay 


czyli, przyjmując Ay dążącem nieograniczenie do zera, będzie 
AT (©, y) 
dz dy ` 
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53 
Jestto prawdziwa wartość stosunku nieoznaczonego (r), gdy Az i Ay 
zdążają do zera. . 
Z wzoru (26), który otrzymaliśmy w teoryi różnic, mamy 


Nof = Ee kas 4.9 sa Tuk „Am. Ay + Tef ay: +2 Eel Ea Az? , Ay 


+2 iw Ay? . Az + a Aa? , Ay?, 


Przeszedłszy do granie, otrzymamy różniczkę zupełną rzędu 2-go 


(b) ef= -iF a +2 aa z de dy + dy W. 


Pozostałe wyrazy znikają, jako nieskończenie małe rzędów wyższych. 
Dla różnie mieliśmy prawo symbolów (27) 


Wzzyf = dy za f, Wyyzf =n Wzyył, Atras f == Myyzz 
podobnie także będzie w granicach dla odpowiednich różniczek 
A sf = Wyzaf, , Wyyzl = dzyyf, Gzy = Wyyzzł 
skąd wypada, że 


Bf. def af d- a AROF, 
ddy dy’ dyżda a’ dy y A * 


Takim samym sposobem, jak powyżej, z wzoru (33), który przedstawia 


k-tą różnicę, przechodzimy do granie: 


: —y_d 
af = Paa 4h -a je" kk m wz da*-vdy*+... 
def 


MR. T 
„pk dz dy”! + dy” 


dz dy" I 


dy* . 


Jestto wzór, który przedstawia różniczkę zupełną rzędu k-go funkcyi 
dwóch zmiennych niezależnych. 
W przypadku szczególnym, gdy mamy jedną zmienną niezależną t 


f = f (x, y), 
x= g (t), Y= y(t), 


wzory poprzedzające będą miały kształt prostszy. 
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Dzieląc wszystkie wyrazy wzoru (q) przez dł, otrzymamy 


af [e ef dz af dy 
(u) dh z dł " dy di” 
Tutaj dla odróżnienia piszemy 9 zamiast d, gdyż znaczenia pochod- 
Bf raf ży, 3 z s af > df - 
nych make By są innego rodzaju, aniżeli r, | r, pochodnych w całem 


znaczeniu tego wyrazu. 
W szczególnym przypadku, gdy będzie 


f=fLy, y =F (0, 


' natenczas w poprzedzającym wzorze pochodnej kładziemy z = ł, wskutek 
tego będzie: 


Cm of dy 
(m Pd m nt dy dt" 


Chcąc dalej otrzymać drugą pochodną wyrażenia (u), należy różniczko- 
wać poraz drugi według tego samego prawidła 


def af da 


af ef dz ef dy dy 
de dx dt * = w =) 


dy a) + dy dx dt © gy dt] dt 
Po wykonaniu wskazanych działań i redukcyi, otrzymamy 


r = ef sae" af dy\® g o dz + af dy 
du w Tt dy dł de de | ay dle’ 
gdzie druga potęga dwumianu w nawiasach ma znaczenie symboliczne, co 
| APE YE UPA 5 EN i 
znaczy, że potęgi ilości EE" należy zastępować odpowiedniemi rzędami 
pochodnych. Przyjmując © = t, otrzymamy drugą pochodną dla przypadku 
(w) w kształcie: 


Bf af dyjw | f dy 
"dE = + 04 + ay de * 


W teoryi różnic wyprowadziliśmy wzór (34) 


aa 


f (24n, y+ndy) = f (2,9) + naf +EP af. r. 


REO TE, 


is i 
n AS aka 4 A n . n 
0 UTAT e CET] 4 y al « ETUR T A Ba uł 2% 


 NIPZ id 3 sor MIVA PERL TOR AS wj 
" 55 IR Hé 


Zastąpiwszy w powyższem Af, 47/,... ich wartościami w różnicach 
częściowych, będziemy mieli 


[endend = (8,0) + » | + ŻĘ w + pzy way] 


PEE 10071484 OSA S, AMA 
Toyka idzdy W 1 ag. MONAR AR 7 


a 2 Mzayyf 2 | 
FA Az Ay? + Ja: Ay? Aa? dy? | +.... 


Przyjmując tutaj m = oo, nac = h, niy = k, otrzymamy 


reth yti=re n HAE +a)+ (37 + Jeata 


+ ah [e (6+d)+ m t RE a] 


7 w t Jae Geltas 
+ (pt e) se ay |+. j 


gdzie wszystkie ilości e znikają jednocześnie z Ax i Ay, Gdy teraz przej- 
dziemy od wyżej napisanego wzoru do granie, natenczas będzie 


df 
dy 


<a [9 SE śr + b 7 gz te ARE „KE 


| ch, y+k) = f (2, y) + h z SE RAE 
(7) 


gdzie R oznacza granicę następującej sumy : 


R=lim ie + ke, + hay AŚ A + qiy We + hike, + ee) 


a Tales -u Ltd 3 TI wap)" b 


Ponieważ wiemy, że granicą sumy nieskończenie wielkiej liczby skład- 
ników, z których każdy jest nieskończenie małą rzędu 1-go, może być wiel- 
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kość oznaczona R, więc też, przechodząc do granie, piszemy we wzorze 
Taylora (v) wyraz dopełniający R. Posiadamy kilka wyrażeń, przedsta- 
wiających pod rozmaitemi postaciami resztę wzoru Taylora. Poniżej wyło- 
żymy, jaką drogą można uniknąć badania reszt. Przypuśćmy, że wybrali- 
śmy taką funkcyę, dla której szereg, napisany po drugiej stronie równości 
(v), jest zbieżny i oprócz tego, że wyraz dopełniający staje się zerem. W ta- 
kim przypadku widzimy, że pierwsza strona równości (v) pozostaje bez ża- 
dnej zmiany, jeżeli x zastąpimy przez przyrostek h i naodwrót % przez 
zmienną z, a także, gdy zmienną y zastąpimy przez przyrostek k, tudzież 
k przez y. Wniosek stąd taki, że ta sama własność powinna być i po dru- 
giej stronie równości, a więc, jeżeli pierwsza strona ma być tem samem, co 
i druga, czyli, jeżeli rozwinięcie ściśle odnosi się do funkcyi, napisanej po 
pierwszej stronie, natenczas powinno być także 


adf 
dy hk 


tra le (he + ea t h 


Wzór powyższy jest ogólniejszym od wzoru Maclaurin’a i, ażeby przejść 
stąd do szeregu Maclaurin'a, należy tylko przyjąć h=k=0. Wprowadza- 
my dalej wniosek, że dla tych wszystkich funkcyj ciągłych, dla których sze- 
reg napisany w postaci (v) jest zbieżny, gdy h i k przybierają wartości do- 
wolnie małe dodatne lub odjemne, a także jeżeli i szereg w postaci (z) dla 
takich samych wartości h i k pozostaje również zbieżny; natenczas dla tych 
funkcyj szereg Maclaurin'a będzie mieć zawsze miejsce bez badania reszt. 
Przeciwnie, gdyby sprawdzenie zbieżności w obu wzmiankowanych posta- 
ciach było zhyt tradnem, nie pozostanie nam nic innego, jak roztrząsać wy- 
raz dopełniający. 

Kładąc we wzorze (z) 


s+h=z y+k=w 


otrzymamy odmienną postać szeregu Taylora: 


f (z+h, y+k) = f (h, k) + z (z). + 
(z) 


f (z, w) = f (ħ, k) + (z—h) FOR + (u=k) go 


+ rale- (EL) 2CM ui) (z AR 4 (u—k) c) E) t 


Wzór ten jest daleko ogólniejszy od wzoru Maclaurin'a. Ilości dowol. 
ne kik możemy wybrać podług upodobania; wskutek tego możemy szereg 
ostatni uczynić szybko-zbieżnym. 
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Twierdzenie III w zastosowaniu do funkcyi dwóch zmiennych niezale- 
żnych będzie 


A* (af) = a 4*f, 
gdzie a oznacza stałą. Podobnie i w granicy będziemy mieli 
dt (af) = a d'f. 


Jestto ta sama własność, którą mieliśmy dla funkcyi jednej zmiennej 
niezależnej; tylko nastąpiła taka zmiana, że w powyższem wzorze / ma zna- 
czenie 


f =f (æ, y). 
Dalej dla sumy 
s = F, (x, y) + Fi (£, y) +... -+ Fn (2, y) 
z twierdzenia IV wypada różnica 
At s = At P H AF + o oo H AE T. 
W granicy będzie to samo prawo symbolów 
dt s= dt FH ad F, +-...-|-d* F,. 


Podobne twierdzenie mieliśmy już dla sumy funkcyj jednej zmiennej 
niezależnej, 

Dla iloczynu dwóch fumkcyj zmiennych niezależnych © i y mieliśmy 
w teoryż różnic wzór (D). Przechodząc do granie, otrzymamy różniczkę k-go 
rzędu iloczynu, w kształcie: 


d (f.Fy=fdtF+ kdf.d- P+ EV p EEN E T S 


Pozostałe wyrazy znikają, jako nieskończenie małe rzędów wyższych, ani- 
żeli k-go. W ostatnim wzorze f oznacza f (x, y), a F ma znaczenie F (x,y). 
Dalej, weźmy funkcyę trzech zmiennych niezależnych 


F ss E (2, y, 2). 
Różniczką zupełną napisanej funkcyi jest granica 
dF = lim AF = lim [F (x--Az, y+-Ay, z442) — F (z, y, 2)), 
gdy Ax, Ay, Az zdążają uognidozdnie do zera. | 
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(dz ai ASRR 4 .. " = AP". all u <lf Le T: Yyy SE STF aam FTS y 
Ee I |ęd Fa Z Wóz HE Je WY) ERR Eria 


W przypadku funkcyi trzech zmiennych niezależnych mieliśmy dla ró- 
żnicy zupełnej wzór (28). Wzór wzmiankowany możemy napisać tak 


AŻ A, „PF 


AF 
(w) 


As ŻĘ Ay + ję ds go yar b yy A+ 82 


Alik F : $ zyc © j 
-5 PeT ny. be HEEE „Aa. Ay. Ae, 


Przechodząc do granic, przypuszczamy, że Ax, Ay, Az są nieskończenie 
małemi i natenczas będziemy mieli różniczkę zupełną rzędu 1-go w kształcie 
dF dF 


A 
dF = E le + -ir dy m a 4 


Jak się znajdują granice stosunków 


li M, F 
m "he Ay.” 

o tem mówiliśmy, rozpatrując funkcye pochodne w przypadku dwóch zmien- 
nych niezależnych. Tutaj nadmienimy jeszcze, że 


ME.” Bugi li Ar yE 
de dy dz ~ "BAG Ay åz 


mlin| PE izy tayr tAr eg dy tA Ne Ay 0) O At A) 
Av. Ay. Az 


sj F(z.y,ż +42) + F(zy+Ay,2)+ F(c+Ary,z)— F CO 
Ax. Ay . Az PEPE 


Dla znalezienia prawdziwej wartości powyższego stosunkn szukamy 
nasamprzód granicy względem Ax, uważając Ay i Az za stałe; następnie szu- 
kamy granicy poraz drugi względem Ay, uważając Az jako stałą. Nako- 
niec szukamy granicy względem Aż. Podobnie, jak to uczyniliśmy w przy- 
padku dwóch zmiennych niezależnych, moglibyśmy i tutaj dowieść, że osta- 
teczną wartością granicy być musi pochodna: 


BF 
da dy dz ` 


Z prawa, dotyczącego porządku różnicowań (37) 
AP = AF, WPM, MPM, F= M, itd. 
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wyplywa w granicy prawo o porządku różniczkowań 


MF a GZROO,,F=d.F, WTB. ŁO 
skąd będzie widocznie 
RF _ F æ BF JEEN Ma 
dedy  dyda' dx dz dz de” dwdydz / dy dz dz ŻĘ 


Dla różnicy zupełnej rzędu 2-go mieliśmy wzór (40), który możemy na- 
pisać w kształcie: 


Am E E de. dy a | 
+2. IE dy. de H A s2. PARE +2. Pi 
+2. deż5ur: Ac „by? +-2. wał apiid: Deun E he,he 
+ 2.5 -A Ay. dz? 4-6. Pan „dy . Az + Ty Aat, dy? 
+ wj mapa ÓW. AA pzy yy Am do A, rA S MSZ 

+4. Ee Ax. Ay? . Az +4. ga Ax . dy. de? 

+2. O p 2. My? Az 2.3 020 pa, hy Aż? 
YA Mody. Az 
+2. ai - Be. dy?. Aż? + EE Ae, Ap. de. 


Przeszedłszy do granic, otrzymamy wzór różniczki zupełnej rzędu 2-go 


d?F 
2 = 2 2 
a:F= da dx +2 ŽE de dy + TE dy 


ËF VF 
t2 g” dta dz I. dyde +ga 4 


Nieskończenie małe rzędu wyższego ponad 2-gi znikają. 
Podobnie przechodzimy łatwo do różniczki zupełnej rzędu 3-go, biorąc 
odpowiedni wzór różnicy (41). W szczególnym przypadku, gdy będzie dane 
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F=F(a, y, 2) 
z= gp (t) y= (0, z= p; (t), 
wówczas poprzedni wzór różniczki rzędu 1l-go będziemy mogli podzielić 
przez dt 
aF _ F dz eF dy 9F dz 
"dh de dł dy di ! 0 di” 


Jestto pochodna funkcyi złożonej w przypadku jednej zmiennej niezależnej 
pod pozorem trzech zmiennych. Ażeby otrzymać pochodną rzędu 2-go nale- 
ży wzór ostatni różniczkować powtórnie, natenczas będzie: 


ELA EK aa 

d © ôx |dt) dt © 3y dt) dt z (G dt * 

czyli widocznie 

d2F__(6F da F dy 9F dz\® F da , OF dy F dz 

aeara a eR jfumwtawmiw a: 

gdzie 2-ga potęga wielomianu w nawiasach ma znaczenie, symboliczne, dla 

ułatwienia pisowni; potęgi ilości AE AE 
enia p i; potęgi ilości =>, ay’ az 

wiedniemi rzędami. Gdyby był zamiast powyższego przypadek prostszy 


należy zastępować odpo- 


F = F(t, y, 2), 
y= pọ (t) 2 =y (t), 


wówczas we wzorach poprzedzających przyjęlibyśmy 2 = tł. 
Takim sposobem pierwsza pochodna miałaby kształt 


dr af | èP dy., òP dz 
dt ot dy dł 2B, UŁ , 


Podobnym sposobem zmienia się łatwo i kształt pochodnej rzędu 2-go. 

Pisaliśmy powyżej tylko wzory pochodnych, jednak samo przez się ro- 
zumie się, że odpowiednie różniczki otrzymamy, mnożąc wszystkie wyrazy 
pochodnych przez dt w pierwszym rzędzie i przez dł? w drugim. 

W teoryi różnic mieliśmy wzór (42) 


F (z-+nax, y+nåy, z+nåz) = F (a, y, z) LnAF 


+05) orp kin, 


http://rcin.org.pl 


6l 
Zastępując w powyższem różnice zupełne AF, A?F,... przez ich war- 
tości w różnicach częściowych i, przechodząc następnie do nieskończenie ma- 
łych, będziemy przypuszczać 


nås =h ndy=k nå: =i, n= 


Tym sposobem, powtórzywszy rozumowania podobne, jak dla funkcyj 
dwóch zmiennych niezależnych, otrzymamy znany wzór Taylora 


dF 


dF dF 
F (x+h y+k, z+l) = F (x, y, AREA, + 1 hę” 


1 œF F 
C 2 
uż ral” r te s + 24 Z + M ad: THe Ta] 
O > 


Dajmy, że szereg, powyżej napisany, jest zbieżny i że wyraz dopełnia- 
jący staje się zerem; natenczas ponieważ strona pierwsza nie zmienia wcale 
wartości przy zamianie z na hi h na x, y na ki k na y, z na l tudzież 
l na z, więc jeżeli rozkład rzetelnie odnosi się do funkcyi, napisanej po 
pierwszej stronie, to ta sama własność musi mieć miejsce i na drugiej stronie 
równości, czyli 


dF d 
F (x+h, y+k, z+) = F (h, k, ) +0 (4 WZA na He (lu. 


+ rze (a cz] +2 LE; ZO (e -+ 2xz 7] 
1.2 da? hkl zy dæ dy hkl y dy? hki da dz hkl 


Ts Tihau t? (Sahal 


Dla prawdziwości twierdzenia Taylora konieczną jest zbieżność sze- 
regu w obu napisanych postaciach; oprócz tego, jeżeli zauważymy, że twier- 
dzenie Taylor'a utrzymuje się dla h, *, 1 dowolnie małych dodatnych i odje- 
mnych, wówczas bezpiecznie możemy przejść do przypadku szczególnego 
h=ks=l=0. Możemy także otrzymać znacznie dogodniejszą postać 
wzoru, kładąc podobnie, jak to czyniliśmy dla fankcyj dwóch zmiennych 


c-+-h=z, y--k=w z4+l=v; 


w tym przypadku z ostatniego wzoru otrzymujemy 
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P (e, u, 9) = FO, + e (ge), + 0-0 (qr). +09 (w), 


L d? 
+ 12 [e ir % Taha 3 2 (2—h) (8 k) (5-6 du h Tu p s (A |. k,l 


+2(2—h) (v— -Da 45)... ;+2(u—) (0— or a + (6—l Pah lt 


du doj, 
Mając daną funkcyę n zmiennych niezależnych, dowiedliśmy wzoru 
różnicy zupełnej (43). P.rzypuściwszy, że symbol A oznacza ilości nieskoń- 
czenie małe, otrzymamy w granicach 


A= Zd; 
i=l 


wszystkie pozostałe wyrazy wzoru (43) przy powyższem założeniu znikają, 
jako nieskończenie małe rzędu większego ponad pierwszy. Pisząc wzór 
ostatni bardziej szczegółowo, będziemy mieli 


(w) d = Z sE day . 


Jestto wzór różniczki zupełnej funkcyi n zmiennych niezależnych. Stosując 
to samo prawidło różniczkowania powtórnie do wzoru (w), znajdujemy róż- 
niczkę zupełną rzędu 2-go 


(w) RY = (z, dry + T O dB + =) 


gdzie druga potęga ma tylko znaczenie symboliczne, co znaczy, że potęgi 
ilości =: należy zastępować odpowiedniemi rzędami. Różniczkując jeszcze 
raz równanie (v'), otrzymujemy różniczkę zupełną rzędu 3-go 


dw a y (8) 


dw 
WE = (iy A, + m a Po Td - do] . 
Taką drogą dochodzimy do wzoru ogólnego 
ny — (2E aa 4. SE de CAM 
PZ Fa dze, f E KE au e 


Ażeby dowieść prawdziwości wzoru ostatniego. trzeba go napisać w po- 
staci rozwiniętej i zastosować różniczkowanie zupełne jeszcze raz; wówczas 
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zauważymy, że wzór wzmiankowany utrzymuje się i dla różniczki dr i 
czyli, że jest prawdziwym zawsze. 


Gdy pod pozorem m zmiennych wchodzi sposobem viewyraźnym jedna p 


tylko zmienna niezależna £, natenczas będziemy mogli wszystkie wyrazy 
równania (w') podzielić przez dt i otrzymamy wyrażenie pochodnej 


Ly ZAC 00 
€ — BEM 


"dt i=1 OT; "dt. y 
Różniczkując powtórnie względem dł, znajdziemy łatwo 


= E BW de; aj ZF du 


m dw, dł + m 0% Gł 


Jestto wyrażenie pochodnej rzędu 2-go, gdy pod pozorem n zmiennych 
mamy w istocie jedną zmienną niezależną t. Dalej kładąc w obydwóch 
wzorach, napisanych wyżej, r, == t, wskutek czego będzie 


otrzymamy przypadek nieco odmienny od powyższego: 


ao __ cż4 i=u JYP de, 
GR "oł 2. wa Gł + 


dP jP =" OW da, , e OW da, 
d (a 2 ody COR r "YI ' 1 


Wzory te stosują się w przypadku 
| = P (t Ta, Bz, ..4 Bs); 
Tą = p (t), 1, = Pz (t), 1. Ln = Pn (t). 
Od wzoru (17), dowiedzionego najogólniej w teoryi różnic, przechodzi- 
my do odpowiedniego wzoru w rachunku różniczkowym, powtarzając podo- 


bne rozumowania, jak dla dwóch i trzech zmiennych. Na tej drodze otrzy- 
mamy wzór Taylora 


[ @ Fly, aH la ..., 2h) = f (2, 24, -o o , 03) 


df \D 
OPO" A zh 7 +6 jeee 


dat; 


A df (3) 
+r lh 1 anb 4-4, 2] + „ PRBED da a 2 
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Uwagi nad tym wzorem są zupełnie podobne do tych, jakie czyniliśmy 
dla jednej, dwóch, ete. zmiennych; unikając zbytecznej rozwlekłości, nie bę- 
dziemy tutaj przytaczać wspominanych kilkakrotnie uwag. Prawidła róż- 
niczkowania sum, iloczynów, ilorazów fankcyj n zmiennych niezależnych 
są takie same, jak dla fankcyj jednej, dwóch lub więcej zmiennych. 


$ 6. Objaśnienie geometryczne pochodnej. 
Niech będzie dana krzywa MNR (fig. 1), wyrażona równaniem 
y=fe) 
Weźmy na danej krzywej pewien punkt M (x, y); wiemy, że AM = y 
przedstawia rzędną, której odpowiada odcięta OA = æ. Dajmy jeszcze na 


J 


0 A B X 
Fig. 1. 


tej samej krzywej drugi punkt N, którego rzędna VB = y + Ay i odcięta 
0B=x + Ax. Takim sposobem na figurze widoczna, że 
MP= Az. i NP= dy, 
Z trójkąta MNP spostrzegamy 


LANIE. 
U = tg NMP. 
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Przypuśćmy teraz, że punkt N zbliża się nieograniczenie do punktu M, 
natenczas przyrostki Ay i Ax będą zmniejszać się coraz bardziej i zdążać 


do zer, lecz mimo to stosunek z nie może zniknąć lecz zdąża do swej gra- 


nicy Ee Jednocześnie kąt NMP zdąża także do swej granicy < TMP 
a sieczna NM zbliża się nieograniczenie do stycznej TM. Widzimy więc 
że w granicy będzie 


dy 
= = tę TMP. 


Pochodna równa się stycznej trygonometrycznej kąta, utworzonego pomię- 
dzy styczną w danym punkcie M oraz osią X. Rachunek różniczkowy daje 


nam możność kreślenia stycznych do wszelkich krzywych, wyrażonych rów- 
naniami analitycznemi. 
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M. Rachunki odwrotne. 


Widzieliśmy w rozdziałach poprzedzających, że dla każdej funkcyi da- 
nej możemy łatwo napisać jej różnicę lub różniczkę jakiegokolwiek rzędu. 
Odwrotnie, gdy mając daną jakąbądź różnicę lub różniczkę funkcyi niezna- 
nej, szukać będziemy samej funkcyi, takie zadanie należeć będzie do rachun- 
ku odwrotnego. Podczas, gdy zadanie wprost możemy łatwo rozwiązać dla 
wszelkich funkcyj, pomyślanych podług upodobania, to jednak zadanie od- 
wrotne staje się bardzo trudnem i bywa możliwem do wykonania pod posta- 
cią skończoną tylko w szczególnych przypadkach. 


$1. Rachunek sum catkowych. 


Zajmiemy się nasamprzod rachunkiem sum czyli rachunkiem odwro- 
tnym względem rachunku różnic. Jako symbol rachunku odwrotnego bę- 
dziemy używać znaku % tak, że mając funkcyę 


f= f (2, Y, 2,- .) 


możemy napisać tożsamość 


(i) AS feyz...) = Af 
= D [f (c+Az, y+ åy, z+-Az,...) — f (2, Y, 2, .)]. 


Jestto widoczne, gdyż symbole © i A oznaczają rachunki względem 
siebie odwrotne i, będąc razem wzięte, nie mogą nic zmienić. Równość (1) 
możemy napisać inaczej, oznaczając drugą stronę przez 
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T(GYy,e,..., Aż, dy, 86, . 1 |; 
natenczas zamiast (1) będzie 
GETS) EF (o, ya a i E h 
Stąd widocznie, stosując znowu symbol © do obu stron, będziemy mieli 
(2) Zf(wYy.2,:..)=mZF(x,y,ż,..., Az, dy, az, .. .) Fc. 


W szczególnym przypadku, gdy mamy tylko jedną zmienną niezależną, 
będzie 


Zf (2)= ZF (z, Ac) Fe, 


We wzorach powyższych / oznacza funkcyę daną, ZF jestto niewia- 
doma wartość sumy całkowej, c zaś oznacza stałą dowolną lub dowolną fun- 
kcyę peryodyczną, którą, jak wiemy, zawsze dodawać można bez zmiany 
różnicy. 

Widzimy więc, że znaleźć sumę całkową w granicach nieoznaczonych 


E, 244.42) 
znaczyć będzie to samo, co znaleźć taką funkcyę wszystkich zmiennych nie- 
zależnych, tudzież przyrostków stałych Ax, Ay, A2, ..., której różnica zu- 


pełna rzędu pierwszego równa się funkcyi 


f (w, y. 2, . + -), 
napisanej pod znakiem ©. 
Dalej wyprowadzimy kilka twierdzeń zasadniczych dla rachunku sum 


całkowych. 
Napiszmy tożsamość 


h+hth+. -"A+hthh" 
gdzie dla krótkości piszemy /, zamiast szczegółowo 
fi (£, Y, Zgo 3h (ć=1, 2, 5,.-.): 


Z powyższej tożsamości wypływa druga tożsamość, widoczna sama 
przez się: 


AS fi thath- AEn AZ, HAER. 
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czyli 


ZG ++.) =NL2f Efez). 


Wiemy jednak, że jeżeli różnice rzędu 1-go dwóch jakichkolwiek ffur 
kcyj są równe, natenczas same funkcye różnią się między sobą tylko o illoś 
stałą lub o funkcyę peryodyczną dowolną, będzie więc z poprzedzającego 


Z (th +...) = 2f, + Zf, + Zf, +.-.+c. 


Tutaj ilość c może być opuszczoną zupełnie. Widzimy więc, że, :ab 
zastosować do sumy algebraicznej działanie, wyrażone znakiem 2, trzzeb. 
wykonać wspomniane działanie nad każdym składnikiem z osobna. Oczy wi 
sta, prawidło, wypowiedziane wyżej, stosuje się bez żadnej zmiany do prrzy 
padku szczególnego, gdy mamy sumę funkcyj jednej zmiennej niezależnej.. 

Dalej napiszmy tożsamość 


af = af (x,y,2,...), 
gdzie a oznacza stały mnożnik. Będziemy mieli widocznie 
12 (af)=a.AZf, 
czyli 
AS (af) =A[a2/|, 
skąd wypada 
2 (af) =aZf+-c. 
Ilość c może być tutaj opuszczoną. Widzimy więc, że suma pewme 
fumkcyi, pomnożonej przez stałą, równa się stałej, pomnożonej przez sumi 


samej fumkcyt. 
Mając dany iloczyn dwóch funkcyj jednej zmiennej niezależnej 


f (2) . F (a), 
dowiedliśmy w teoryi różnic następującego wzoru: 
A (f. F)=f. AF4 F.Af+ Af. AF. 


Zastosowawszy znak © do każdego wyrazu powyższego równamia, 
łatwo otrzymamy 


(2a) . ZfAF=f.F— ZPAf— Z Af. AR, 
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Wzór ten może być bardzo pomocnym przy szukaniu wartości sum cał- 
kowych. 
Sumą podwójną będziemy nazywać wyrażenie: 


ZZf(wy,z,...)=P(uy,2,..., dr, dy, Az,...) 
a zZ 
+tastystizst ete 


w którem f oznacza funkcyę daną, Ø oznacza taką funkcyę, której różnica 
zupełna rzędu drugiego równa się funkcyi danej f. Wyrazy zaś, zawierają- 
ce ilości dowolne cy, Cz, €s, . « . , © Są takie, które, jak dowiedliśmy w rozdzia- 
le I, nie zmieniają wcale wartości różnicy rzędu 2-go. 
Sumą potrójną 
ZZ2[(,Y,4,.. .) 

będziemy nazywać taką funkcyę wszystkich zmiennych tudzież stałych do- 
wolnych, której różnica zupełna rzędu trzeciego równa się funkcyi danej f, 
it. d. 


Zajmiemy się teraz sumami funkcyj jednej zmiennej niezależnej. 
Można łatwo znaleść pod postacią skończoną 


2/ (2), 
jeżeli f (c) oznacza funkcyę wymierną całkowitą 
f(z)=AZr"+-BZ x" +-05«u”-*-+-...|+ Mzx--N. 


A, B,C,... są ilości stałe, m liczba całkowita. 
W tym przypadku będziemy mieli 


Sf (x)= 43 2" + BZ 1*!+-CZ2z**+-...+MEx+-NZv; 
czyli zagadnienie nasze sprowadza się do znalezienia 
2r, 


gdzie p jest jakakolwiek liczba całkowita lub zero. Ażeby znaleźć wartość 
Z, w tym celu zastosujemy wzór Taylora w kształcie: 


Af (e) =1e.f' (0) EEr Ep" O+. 
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Stosując tutaj znak © do każdego wyrazu, otrzymamy 


( zs C= 


(8) flaj=1e.Zf'l)+Ty.2(f'(0)+Tzp-Zf" (a) +.. 
Szereg powyższy musi być skończonym, gdyż, przyjmując f (c) = 

p-ta pochodna będzie równą 1.2.3... (p—1) p i na wyrazie, który zawiera 

ostatnią pochodną, szereg kończy się. | 


Jeżeli założymy nasamprzód 


artll 


f(z Ma 


natenczas z wzoru (3) otrzymamy 


gl 


gn (hoy T 
mpi ZE + — mS 57 st. 


Ac)? 
e .m(m—1) 5 z”? +.. 
Kładąc dalej we wzorze (3) 
gam 
f 08) 7a 


będziemy mieli 


LPR Ax 5 c"! +- iż (m1) Z x"? 


m 


$ S (m—1) (m—2) 5 s”-3 +-.. 


Następnie damy we wzorze (3) 
gm 1 
f (a) = T— 
it. d. Takim sposobem, zniżając kolejno potęgę z, dojdziemy nakoniec do 
2 
f (2) => 
będzie natenczas 


ZM (Ax)? 
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i nareszcie, gdy / (z) =», będzie 


x = åz 5J z’. 


Tak więc będziemy mieli układ m+1 równań liniowych, z których wy- 
rugujemy m ilości Sa”, Ba,..., Za”! i jako ostateczny wypadek rugo- 
wania otrzymamy wzór pod postacią skończoną, dający wartość © z”. Z po- 
wodu wielkiej ilości równań otrzymanie ogólnego wzoru dla Z «” jest za- 
wiłe i przedstawia znaczne trudności; łatwo jednak wzór może być napisany 
w postaci wyznacznika m-+-1 stopnia. 

Ograniczymy się na tem miejscu napisaniem szczególnych przypadków 
dla m = 0, 1,2, 3, 4, 5,- 


(4) 


zt x? ada 
y3 » 
A= pork 
ARP g’ a3dc => 
TONE CZEK Fra id 
"IE AA g? (âx)? t 
z6=75-5G+ i Mż» 4 
AUE 


We wszystkich wzorach, powyżej napisanych, c oznacza stałą dowolną 


lub dowolną funkcyę peryodyczną. 

Widzimy więc, że szereg Taylora daje nam możność łatwego wypro- 
wadzenia wzoru £ f(x), gdy / (£) oznacza funkcyę wymierną całkowitą. 
Tą samą metodę stosować można i do wszelkich innych funkcyj f (æ), lecz 
wzory, otrzymane na tej drodze, będą miały postać szeregów nieskończo- 
nych. 

Ażeby otrzymać sumy podwojne, stosujemy znak % do każdego wyra- 
zu wzorów (4), wskutek czego otrzymamy 
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ZZ0=jZs+cZ0+4, 
ZZi= Ji Z%-G20+0Z0+ę, 


ISren Zo -43r »+ © zs+cza+ę, 


O A i a a 


i t. d. 


skąd po wyrugowaniu sum pojedyńczych przy pomocy wzorów (4), łatwo 
otrzymujemy : 


PZD 0) =: SZA x? R E A E 
TA o Td T 4» 


ZZ0= zy — zły to ta 


(5) 
gt g? 5a? 
ZZ = Ba * 13 r + ai ot, 
l 3 = Wu 5x? adr adap EA 
zz» = 2042) 446 Re rę. wiysTdc www CH 
ich di 


c i c, oznaczają stałe dowolne lub dowolne funkcye peryodyczne. 
Chcąc otrzymać sumy potrójne, znowu stosujemy znak Z do każdego 
wyrazu wzorów (5) i po uproszczeniu będziemy mieli: 


BE. a? © 2? a 4 
222%= 4(ap — day t gia Tia "zat 


ORE., ga LI aż PO PON 
ZE Uu(0 Ila Wasz. 4,1 Sl KO dat”) 
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ia VU x4 © 3a? 30 AG 
2220 m T Bł" 3a 78 20 
x? , 2 " 
— [7 Ta:  * īa +e . 
it. d. 


Dalej tą samą drogą można otrzymać sumy poczwórne i wogóle jakie- 
kolwiek sumy wielokrotne. 


Jeżeli mamy funkcyę całkowitą wymierną z wielu zmiennemi, to i w tym 
przypadku wzór Taylora prowadzi do znalezienia sumy całkowej. W rzeczy 
samej, w przypadku funkcyi dwóch zmiennych niezależnych mamy 


[e+hytb=Fe) Hh E +kgf 
(6) 


mei E +e Si S)He 


(6. Ama E ŚL AM MEL + 2hk z 


JA ZE 
zak A ne 


Dla krótkości piszemy w powyższem % zamiast Ax i k zamiast Ay . 
Szereg (7) w przypadku, gdy f oznacza funkcyę wymierną całkowitą, musi 
się skończyć na pewnym wyrazie. 

Jeżeli zastosujemy znak © do każdego wyrazu równości (7), naten- 
czas otrzymamy 


=1 5 ALI ŁY gy © +5 Pory m Lej DY 
ko A 
+ 734 z$ 


Przy pomocy wzoru (8) możemy zawsze znaleść 


(8) 


2 f (x,y), 


jeżeli f oznacza jakąkolwiek funkcyę wymierną całkowitą. 
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Weźmy naprzykład 
Z ry; 
z wzoru (8), dając f = a*y, wypada łatwo: 
(9) sły=2%h Szyk Eryk Sy hk Sa--hk Say” 
Kładąc we wzorze (8) 
f=svy, 
będziemy mieli | 
cy=hZy+kZa-hkZuwy* 
skąd wypada 


(9,a) zwy z MADA ŻZEA A BZ. 


Podstawiając znalezioną wyżej wartość © z*y” w równości (9), tu- 
dzież uwzględniając wartości Zz, Xx’, Xy, które odnajdziemy pomiędzy 
równaniami (4), po uproszczeniu otrzymamy z (9) 


Wiemy jednak, że wartość © zy powinna być symetryczną funkcyą 
æ i y, wskutek tego, zmieniając æ na y tudzież h na k i odwrotnie, bę- 
dziemy mieli z ostatniego równania 


z hy’ h 
(9,b) Zum — 2 — datę" 


Dodawszy powyższe dwa równania, łatwo znajdziemy szukaną wartość 
2 xy w kształcie: : 

dy. yz _ zy kx’ hy? seti 
ri in TUR WRA" 


(10) 
+ag tat te 


http://rcin.org.pl 


WOJ UDT uż Ay ME =" Dp 


75 
Nie trudno sprawdzić, że różnicą zupełną funkcyi, napisanej po drugiej 
stronie, będzie dana ilość zy. Głoski cy, cz, cz oznaczają stałe dowolne lub 
też dowolne funkcye peryodyczne. 
Gdybyśmy chcieli znaleść 


POPZEJA 


natenczas w (10) znowu stosujemy znak © do każdego wyrazu i po doko- 
naniu uproszczeń i wyrugowaniu ilości © s'y Z yta, S £y,..., otrzyma- 
my nakoniec szukaną sumę podwójną Tą samą metodę stosujemy do kolej- 
nego znajdowania wszelkich sum całkowych wielokrotnych. 

Gdy zamiast funkcyi dwóch zmiennych niezależnych mamy pod znakiem 
2 funkcyę trzech lub więcej zmiennych, natenczas postępowanie, opisane po- 
wyżej, nie ulegnie żadnym zmianom, tylko za każdym razem użyć trzeba 
wzoru Taylora, odpowiadającego ściśle danej liczbie zmiennych. 

Dotąd mówiliśmy tylko o sumowaniu całkowem w granicach nieozna- 
czonych i widzieliśmy, że wzory sum mają postać skończoną w przypadku, 
gdy funkcya, napisana pod znakiem ©, jest wymierną i całkowitą. Jeżeli 
jednak mamy znaleźć sumę całkową w granicach danych od z, do X: 


x +. 
(11) 2/((x) = Sf(u), 


natenczas zadanie staje się łatwem i ząwsze będzie możliwem pod postacią 
skończoną, niezależnie od kształtu funkcyi f (x). Równość (11) przedstawia 
dwojaki sposób pisania; jakie zaś jest bliższe znaczenie sumy całkowej w gra- 
nicach danych, o tem będzie mowa poniżej. 

W rozdziale I wyprowadziliśmy wzór 


f (en) = f (a) + naf t PT) ef 


jo sai > AFL... Łarf. 


Jeżeli w ostatnim równaniu zastosujemy znak © do każdego wyrazu, 


natenczas będzie 


F (c+nia) — Z/(o)=nf+" "=" 


Af 


n (n—1) (n— 


2) 2 n=l 
| fH Hf. 
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Przyjmując następnie 
c=, us NAC=M, 
z powyższego otrzymamy 


535% © raj 4 ZE a SE 


(12) 
(X—«,) (f—x, âx) (X—xr,—2Ar) ,, CN 
M E R A A AEA 17. 


Takie wyrażenie jak (12) nazywamy sumą w granicach danych od z, 
do X, lub sumą całkową oznaczoną i piszemy dla krótkości 


(13) Z f(X) = I f (2) = È f (æ), lub też Sf (e). 


Widzimy więc, że suma oznaczona równa się różnicy dwóch sum nieo- 
znaczonych, z których pierwsza odpowiada górnej granicy zmiennej z, druga 
zaś dolnej granicy z. 

Druga strona równości (12) wskazuje nam te działania, które dają mo- 
źność znaleść zawsze wartość sumy oznaczonej, gdy n liczba całkowita. 

Z równości (13) widoczna 


(3) 5 f (a) =— Sf (0) 


czyli, że suma oznaczona zmienia znak, jeżeli przestawimy wzajemnie gra- 
nice sumy 


Wyłożymy teraz kilka sposobów, pożytecznych przy szukaniu sum 
funkcyj przestępnych. Wiemy, że różnicą funkcyi jednej zmiennej niezależ- 
nej jest wyrażenie 


(14) Af = f (& +h) — f (2), 


gdzie zamiast Ax piszemy głoskę h, aby ułatwić pisanie. 
Dajmy, że druga strona powyższego równania przekształca się tak 


f(z+h) — f (2) = g (x) . v (h), 
natenczas będzie widocznie 
Z Af = Z o (2). y (h) 
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czyli 
f= y (h) Z ọ (2), 


skąd wypada 


zew t9 


Tak więc w przytoczonym wyżei przypadku wzór sumy łatwo znajduje 
się pod postacią skończoną. Dalej może się zdarzyć przekształcenie 


Afi = q, (2) . v, (h) + pa (2) . pa (h), 
gdy napotkamy jeszcze oprócz tego 
Af, = p, (2). 6, (h) F pi (2) . $, (h), 


natenczas, całkując zapomocą sum wyraz po wyrazie, otrzymamy układ dwóch 
równań liniowych 


fi = y, (h) S g, (z) + y (h) £ p (z), 
fa = & (h) Z g, (2) + & (h) £ pi (2). 


Z powyższego układu bardzo łatwo będzie znaleźć 2 p, (x) oraz 
2 p, (x). Zamiast dwóch równań mogłoby być przekształcenie, zawarte 
w układzie równań liniowych. We wszystkich wspomnianych wyżej przy- 
padkach odnajdywanie wzorów sum daje się nader łatwo uskutecznić pod 
postacią skończoną. Tak naprzykład, niech będzie faunkcya wykładnicza 


f= a, 


w której a oraz m oznaczają jakiekolwiek ilości stałe. 
Różnicą tej funkcyi będzie | 


A (a"*) = a"(etb — gw = a™z (a™h — 1). 
Po zeałkowaniu obydwóch stron znajdziemy z ostatniego równania 
a"= — Ba” (a" — 1), 
skąd wypada 


a" 


Ba = czę” 
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Wzór ten będzie miał postać najogólniejszą, gdy po drugiej stronie do- 
damy + c, t. j. ilość stałą lub dowolną funkcyę peryodyczną. 

Jako zastosowanie drugiego przekształcenia, z pomiędzy wspomnianych 
wyżej, dajmy 


fı = sin (mc+n), fa = cos (mc--n), 
gdzie m i n oznaczają pewne stałe, æ ilość zmienną. Będziemy mieli 


A sin (mc++n) = sin (mc-+mhi-+n) — sin (ma--n), 

A cos (mz +n) = cos (mc--mh + n) — cos (mc--n), 
czyli 
A sin (mzn) = sin (mc-+-n) cos mh + cos (men) sin mh — sin (ma--n), 
A cos (mz+-n) = cos (mz+n) cos mh — sin (mc-+n) sin mh — cos (mx +n). 


Całkując oba równania, łatwo otrzymamy 


sin (mxn) = (—1+cos mh) © sin (mc n) + sin mh © cos (mr--n), 
cos (mc-+n) = (—1--c0s mh) £ cos (mc--n) — sin mh © sin (mc--n). 
Takim sposobem otrzymaliśmy układ dwóch równań liniowych dla dwóch 
sum niewiadomych. Wyciągnąwszy z powyższego układu wartości sum szu- 
kanych, znajdziemy 


(—1+cos mh) sin (mx--n) — sin mh cos (mc + n) BA 
fe Esk Atib pide aoedd hi EA RZ ZN Z, f 


5 si = 
Z sin (mxn) 2 (1—cos mh) 


6% (win) = (—1+cos mh) cos (mc--n) + sin mh sin (mz--n) $O, 


Jako ogólną metodę całkowania dla wszelkich funkcyj wyprowadzimy 
wzór w kształcie szeregu nieskończonego następującym sposobem. 

'Mając napisane równanie (14), rozwiniemy f (x+h) w szereg Taylora 
drugiej postaci, będziemy mieli wówczas 


f=—F2+f0 Ha E PO + ryz” W... 


Zastosowawszy tutaj do każdego wyrazu znak £, otrzymamy 
fa) =— Zf(a)+f(h Z © +f (h) Ea 
1 
+i AIr OE... 
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Z © kacik arai ZWS KZ WSZY 


skąd będzie widocznie 
z10=-(0+(WZN+PN Ze 
+ rz WZe+ zi" 0 Za... 


Samo przez się rozumie się, że dla rzetelności wzoru ostatniego wymagać 
trzeba zbieżności szeregu oraz dążenia reszty do zera. Wielkości © z”, 
Zu, Z©uw,... zastąpić można ich wartościami (4). 

Widzimy, że wszelkie zagadnienia, doprowadzające do wyrażeń £f (z) 
można uważać za rozwiązane w zupełności, gdyż jakkolwiek nie umiemy na- 
pisać ogólnego wzoru © f (x) pod postacią skończoną, to jednak jesteśmy 
zawsze w możności przy pomocy szeregów obliczać wartości wszelkich sum 
i w razie potrzeby możemy ułożyć ich tablice, podobne do tablic logarytmów. 
Zupełnie podobną drogą, jak dla funkcyi jednej zmiennej, z szeregu Taylora 
można otrzymać wzór dla funkcyj dwóch zmiennych niezależnych w kształcie: 


Z f(y) = — fla, y) + f (h k) N 


+ (arhe Z 


(P sapol 2t 
Mda? h,k aa h 7 * 


+ (l, AR 


gdzie dla krótkości napisaliśmy h zamiast Ar i k zamiast Ay. 


$ 2. Równania różnicowe. 


Najogólniejszem zadaniem w rachunku odwrotnym będzie to, gdy ma- 
my jedno równanie lub układ kilku równań i szukać będziemy funkcyi, czy- 
niącej im zadość tożsamościowo. Kształt ogólny równań różnicowych z je- 
dną zmienną niezależną jest 


(15) F (z, y, Ax, 1y) = 0; 
w tym przypadku szukamy funkcyi 
(16) - flayj=e 


która czyni zadość danemu równaniu; c oznacza stałą dowolną lub dowolną 
funkcyę peryodyczną. W myśl powyższego określenia całki będzie 
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M [f (c+Az, y+Ay) — f (2, y)] = F (z, Y, Az, Ay), 


gdzie M oznacza pewien czynnik całkujący. Jeżeli M = 1, natenczas dane 
równanie różnicowe nazywać będziemy dokładnem rzędu 1-go. 

Może się także zdarzyć, że równanie (15) przedstawia różnicę zupełną 
rzędu 2-go pewnej funkcyi g (x,y) tak iż 


M [o (@+24x, y+24y) — 2p (1+4x, y+4y) + q (z, y)] = F (x, y, Ax, Ay): 


W tym przypadku całką będzie nie równanie (16), lecz 
E. a 
(17) P (£, y) 4 KV + lą dy + C3 5 


po drugiej stronie znaku równości napisaliśmy wyrazy, które, jak wiemy, 
znikają przy dwukrotnem różnicowaniu, jeżeli tylko pod głoskami cy, cą, Cz 
rozumiemy stałe dowolne lub dowolne funkcye peryodyczne. Równanie da- 
ne w ostatnim przypadku będziemy nazywać drugorzędnem. 

Możemy także napotkać przypadek, gdy równanie (15), pomnożone przez 


pewien czynnik — , wyobraża różnicę rzędu 3-go niewiadomej funkcyi 


w (x£, y) wówczas będzie 


M [y (c+3A2,y+3Ay) — By (r+2A2, y+2Ay) + 3y (1+4Ax, y+Ay) —vp(2,y)] 
= F (a, y, Ax, ady). 


W tym ostatnim przypadku całką nie będzie ani równananie (16), ani 
(17), lecz 


POLICY „EMALIA EWY 
z v (,y)= 4 Tą? T2 Ty t sze tł ady t 3: 


Równanie dane w omówionych wyżej okolicznościach nazywać będzie- 
my trzeciorzędnem. Wyrazy, napisane po drugiej stronie znaku równości 
(18), znikają przy trzykrotnem różnicowaniu. Tak samo możemy jeszcze 
spotkać równanie (15) tego rodzaju, że pierwsza strona, będąc pomnożoną 
przez pewien czynnik, przedstawi nam różnicę zupełną rzędu 4-go niewiado- 
mej funkcyi z (x, y); i t. d. 

Kształt ogólny równań różnicowych rzędów wyższych będzie w przy- 
padku jednej zmiennej niezależnej 


F (x,y, Ax, dy, Sy, *y, ..., A"y) = 0, 
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któremu powinno czynić zadość 
U f O Girit on ai h 
Równanie różnicowe zupełne z wielu zmiennemi niezależnemi ma kształt 
B (DY 2, +2: Ar DU AR OSADA ET PA AES, 
któremu czyni zadość tożsamościowo 
K=f Gzysż, 05.1 60 KJ 


Oprócz równań różnicowych zupełnych mogą być równania częściowe, za- 
wierają różnice częściowe rozmaitych rzędów. 

Dla objaśnienia teoryi i sposobów całkowania rozwiążemy kilka przy- 
kładów. Niech będzie równanie różnicowe: 


F = 2x Ax +- (Ar)? + y Ax + a Ay -+ Ax. Ay +- Ży dy + (dy)? = 0. 
Jeżeli napisane równanie jest dokładne tak, iż ma miejsce 
F=Nf, 
natenczas całką szukaną będzie widocznie 
fZGZZ.... (razy) Z; 


Metoda taka stosuje się zawsze, ilekroć razy szukamy całki równania 
dokładnego. 

Probujemy nasamprzód, czy powyższe równanie nie będzie różnicą rzę- 
du l-go. Gdyby to przypuszczenie istotnie miało miejsce dla danego równa- 
nia, natenczas wyrażenie 


2 Ax Ba + (Ax)? Ba! + Az By + dy Ez + Ac dy Sx? y? 

+ 2 Ay Zy + (4y)* Zy =c 
nie powinno zawierać ani Ax, ani Ay, czyli po przecałkowaniu wszystkie 
wyrazy, zawierające stałe przyrostki Az oraz Ay, powinny zniknąć. W rze- 


czy samej, gdy w powyższem podstawimy wartości Zz”, Sy’, Zz, Sy, Say? 
(4), (9,a), natenczas po uproszczeniu otrzymamy 


a -- wy Hy = ©. 
Jestto całka równania danego; c może tutaj oznaczać albo stałą dowolną, 
albo też dowolną funkcyę peryodyczną. Gdyby po jednorazowym przecał- 
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kowaniu przyrostki Ax oraz Ay nie znikły, znaczyłoby to, że dane równa- 
nie nie przedstawia różnicy dokładnej rzędu l-go; wówczas należałoby rów- 
nanie różnicowe całkować dwukrotnie. Gdyby i dwukrotne całkowanie da- 
nego równania nie doprowadziło do pożądanego celu, natenczas trzeba pró- 
bować całkowania po raz trzeci i t. d. Jeżeli wszystkie kolejne całkowania 
nie dają nam wyrażenia, niezależnego od Az, Ay, wówczas będziemy mogli 
twierdzić, że dane równanie różnicowe nie jest dokładne. W tym ostatnim 
przypadku powinniśmy poszukiwać mnożnika dopełniającego, który zamie- 
niłby dane równanie na różnicę dokładną pewnego rzędu. 
Niech będzie dane równanie różnicowe 


F = 2x Ax + (Ax)? -+ 2xy Ay + x (dy)? > y? Ax + 2y Ax Ay 
+ åz (Ay)? + 2y dy + (4y) = 0. 


Jeżeli to równanie przedstawia różnicę dokładną, natenczas wyrażenie 


2Ax Zx +- (dx)? Zx? + 24y S xy + (dy)? Zx + Ax E y’ 
-H 24a Ay Zy + Aa (Ay)? Z aty? + Ay Zy + (Ay? Ey’ = e 


powinno być niezależnem od stałych przyrostków Ax oraz Ay. Istotnie, 
gdy wyrugujemy z powyższego Zr”, Za, Zy, Sy, Sy’, wy” przy po- 
mocy wzorów (4), (9,a) i uwzględnimy częściową wartość Zxy, (9,b): 


Wo _ wy _ (dany | (dajy 


wówczas po dokonaniu wszystkich redikcyj łatwo otrzymamy 
g3 +- ry” tHy = ©. 


Jestto całka szukana danego równania różnicowego. Podobnie, jak poprze- 
dnio, c oznacza stałą dowolną, albo też funkcyę 


TRE E 3. A s T E 
c= y (sin 2a Ag 51M 2a i , COS 27 -qz > Cos Ża A> 


W roztrząsanych dwóch przykładach mieliśmy do czynienia z równaniami 
dokładnemi i z tego powodu całki znaleźliśmy łatwo, stosując sumowanie do 
każdego wyrazu równaniania różnicowego. Gdyby jednak napisane wyżej 
równania nie były dokładne, wówczas sposób powyższy nie doprowadziłby nas 
do całek. W tym drugim przypadku pozostaje niewiadomym pewien czyn- 
nik całkujący, który dopełnia dane równanie różnicowe tak, iż pierwsza 
strona wraz z mnożnikiem stanowi różnicę dokładną jakiegokolwiek rzędu. 
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Metod, służących do znajdywania czynnika całkującego, nie znamy, objaśni- 
my jednak rzecz samą na jednym prostym przykładzie. Niech będzie dane 


y âx — e dy = l. 


Stosując sumowania do każdego wyrazu, nie możemy nigdy dojść do takiego 
wyrażenia, w którem przyrostki Ax i Ay znikają; wnioskujemy z tego, że 
napisane równanie nie jest dokładne. W istocie, czynnik dopełniający 
będzie 


l . 
- ylytay) ’ 


teraz łatwo daje się zauważyć, że w równaniu 


y Mz — x dy 


yl(ytdy) 


pierwsza strona przedstawia różnicę zupełną ilorazu T . Takim sposobem 


całką szukaną bedzie 


§ 3. Rachunek catkowy. 


Podamy kilka ogólnych własności i sposobów obliczania wszelkich ca- 
łek, pomijając metody całkowania pod postacią skończoną, jako znane ze 
wszystkich podręczników rachunku całkowego. 

Jeżeli mamy daną różniczkę 


f' (x) . dæ 


i szukać będziemy funkcyi pierwotnej f (z), natenczas takie zagadnienie bę- 
dzie zasadniczem w rachunku całkowym. Piszemy w tym przypadku 


(19) fr (2) dz = f (w) + e. 


Funkcya pierwotna f (x) nazywa się całką; głoska c oznacza stałą do- 
wolną, którą, jak widzieliśmy, zawsze dodawać można do funkcyi bez zmia- 
ny jej różniczki. 
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Możemy dowieść, że 
fie (a) dz = lim Ax. Z/' (a). 
Istotnie, Hai na uwadze związek (19), z wzoru (3) wypada 
fr (a) dr = ie spat Erret. 


Przechodząc następnie do granicy, z ostatniego równania będziemy 
mieli 


(20) | "f" (œ) de = lim Ac Z [' (a), 


pozostałe zaś wyrazy w granicy zniknąć muszą, gdyż zawierają wyższe po- 
tęgi nieskończenie małego przyrostka zmiennej niezależnej. 

Dalej stosując działanie © do każdego wyrazu równania (3), otrzy- 
mamy: 


(21) Zfl(o)= RZZP6+.:.. 


atoli wiemy, że 
Zf(a) =z ff (2) dz . 


Podstawiwszy powyższy związek w równość (21) i następnie mnożąc 
wszystkie wyrazy przez Az, będziemy mieli 


(22) Ar [r (e) dr = (Aa): ZZ f (2) + $> 22[' (a) + .. 
Na zasadzie związku (20) widoczna, że 
in As. Z [rod =|e| fo) är 
wskutek tego, gdy od równania (22) przejdziemy do granic, będzie natenczas: 
(23) ; p de JA f' (a) da = lim (Az)?. X3 f' (a). 
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Pozostałe wyrazy po drugiej stronie równości (22) w granicy zniknąć 
muszą, gdyż zawierają wyższe potęgi przyrostka Ax zmiennej niezależnej. 

Podobnie, stosując znowu znak © do każdego wyrazu równości (22) 
i mnożąc przez Az, otrzymamy 


Az 5 Az Z fr (£) dz = (d2)3 ZZZf (2) + SRE Z238f! (2) |... 
Gdy przejdziemy od ostatniego równania do granic, będzie 
(24) fa | de | f (æ) de = iim (09: Z22f'(0. 


Rozumowanie powyższe można łatwo poprowadzić dalej dla wszelkich 
całek wielokrotnych. 

Wszystkie wzory podobne, jak (20), (23), (24),..., wyrażają zwią- 
zek zasadniczy pomiędzy rachunkiem całkowym i rachunkiem sum całkowych 
Gdyby rachunek sum był nam dobrze znany dla wszelkich funkcyj, natenczas 
za pomocą metody granie łatwo przeszlibyśmy do rachunku całkowego. Nie- 
stety rachunek sum zbadany jest tylko dla funkcyj wymiernych i całkowi- 
tych, wykładniczych i niektórych trygonometrycznych, dla innych zaś fun- 
kcyj nie posiadamy wzorów pod postacią skończoną. 

Jeżeli z wzoru (2a, $ 1) zrobimy łatwe przejście do granie, natenczas 
będzie 


frir= FR | Fat. 


Jestto znany wzór całkowania częściowego. 
Dajmy sumę funkcyj 


F (æ) = (2) + f (2) + -+ fi (2); 


jeżeli pomnożymy obie strony powyższego przez dæ i zastosujemy do każde- 


go wyrazu symbole aj , wzajemnie znoszące się, natenczas będziemy mieli 


af ro w=afp (wde af, (6 E ONER aff de, 
czyli 


af Fede =a | fn (e d + fhed ++ fa @)da), 
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skąd widoczna 


frou= fA) d + [hæt f fo d 


Jestto prawidło całkowania sumy. Wzór ten łatwo otrzymać zapo- 
mocą granie z odpowiedniego wzoru sum. 
Dalej, mając daną funkcyę, pomnożoną przez ilość stałą a 
a F (x), 
znajdujemy 


afa F (o) do =a d | F (æ) ds =d (a fræ da) ; 
więc będzie 


fa F @ d2 = a f F (2) de. 


Widzimy, że mnożnik stały wychodzi przed znak f bez żadnej zmiany. 


Szukanie całek oznaczonych 


x 


| f(e) de 


. 
To 


przedstawia zawsze zadanie łatwiejsze i wartość takiej całki może być wia- 
domą niezależnie od kształtu całki nieoznaczonej. 

W rzeczy samej, jeżeli pomnożymy wszystkie wyrazy równości (12) 
przez Ax i przejdziemy do granie, przyjąwszy Ax nieskończenie zdążającem 
do zera, natenczas będzie 


O (X— Gr 


f' (2) TA 


s) froi (X—2,) f (2) + f" (o) +.. 


Z równania (13) widoczna, że 


x 
fr) = iim se. TA 
Tą 
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oprócz tego z wspomnianego związku (13) wnioskujemy jeszcze, że, jeżeli 


natenczas będzie 


f 
; E 
[1 0) d = lim ss Sfo) = p). À 
| 
| 


T 
(26) [ ra) de = p (X) — pla) 


To 


czyli, że całka oznaczona równa się zawsze różnicy dwóch krańcowych war- 
tości odpowiedniej całki nieoznaczonej. Po większej części, kształt całki 
nieoznaczonej bywa nam nieznzny i wskatek tego wzór (25) będziemy uwa- 
żać za zasadniczy tak przy obliczaniu wartości całek oznaczonych, jak i przy 
poszukiwaniu ich własności. Wiadomo, że szereg nieskończony w kształcie 
(25) zawsze jest zbieżny i we wszystkich przypadkach może być użyty; gdy- 
by jednak granice całki były -+ oo i — oo, natenczas przed użyciem wzoru 
(25) należy daną całkę przekształcić za pomocą wprowadzenia nowej zmien- 
nej tak, ażeby granice staly się skończone. 

Jeżeli równość (13,a) pomnożymy przez Az i następnie przejdziemy do 
granie, natenczas otrzymamy znaną własność całek oznaczonych: 


x 


frad= fraa 


Z równości (26) widoczna, że 


x 


fræ EIT P EE EE T N 


Zo 
czyli że 


X x 


| 10 de = | ra) dr + | f (2) dz. 
"mo 'a To + 
Tym sposobem każdą całkę oznaczoną możemy rozłożyć na sumę dwóch 
całek, podług powyższego prawidła. Każdą z tych dwóch nowych całek zno- 
wu możemy zastąpić sumą dwóch innych, czyli moglibyśmy daną całkę rozło- 
żyć na snmę czterecli całek oznaczonych; i t. d. 
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Ażeby znaleźć szereg dla całki nieoznaczonej, zauważymy, że ma miej- 
sce zawsze 


e 


fra d=|fo da. 


“h 


Istotnie, wiemy, iż na zasadzie wzoru (26) będzie 


J f (æ) de = p (2) — p (h), 
h 
wskutek tego mamy 
| f (e) de = p (0) — p (h) = p (£) + 6, 


gdzie pod — o (h) zawsze rozumieć możemy stałą dowolną c, bowiem % jest 
ilość zupełnie dowolna. Po tej uwadze można zastosować szereg (25) do 
wszelkiej całki nieoznaczonej 


= > 


en |raót=t«-hrh+ SFW + FZ 


f" (h) + .. 


Szereg ten używany jest powszechnie przy wartości h = 0; widzimy 
jednak, że szereg dla h jakiegokolwiek będzie o wiele ogólniejszym, aniżeli 
dla h = 0. W zastosowaniach praktycznych wzór (27) przedstawia tę zna- 
czną dogodność. że rozporzadzamy wielkością h podług upodobania i może- 
my zrobić szereg szybko zbieżnym. 

W dalszym ciągu zastosujemy wzór Taylora do obliczania całek ozna- 
czenych wielokrotnych, jak naprzykład 


son 
[I f (c, y) da dy, 


Zo Yo 


w których granice %, X tudzież y,, Y są między sobą niezależne. 


Dajmy na to; że 
F 
(28) fe (x, y) dy = F (a, Y) — F (x, Yo) , 


Yo 
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gdzie F. oznacza całkę, którą otrzymalibyśmy z całkowania nieoznaczonego 


| f (£, y) dy. Wykonawszy całkowanie jeszcze raz co do z, otrzymamy 


`z (28) 
| 4 R x z 
| J|rentwwy=|Fte, Y; dz — | F (e, w) dz, 
l To Yo va "Ta 

czyli 


l X Y 


(29) [fre y) dx dy =p(X, Y) — p (zo, Y) — p (X, 9) + P (£o Yo), 
“Zo Yo 


gdzie p oznaczą całkę, którą otrzymać można z J f (©, y) dy zapomocą cal- 
kowania nieoznaczonego względem zmiennej z czyli z dwukrotnego całko- 
wania f | f (z, y) dw dy. Napiszmy teraz szereg Taylora dla funkcyi dwóch 


zmiennych niezależnych 


OI ST +k da gte 


AF gnr + k A 


(30) í 2:3 (* 74 3h? k da? dy 


Zdj z 


Üf dif d* T d'f 
+ A dz das Ok zas SIE zi m zara He z ateg rA 
Dalej napiszemy jeszcze szczególne przypadki powyższego wzoru dla k= 0 


h def R „A ht df 
[eth y= eh tia 3 da "1.2.8 a tagada t 
tudzież dla h = 0 


af k dy A y i a 
fay+h=fev) e traw s aA ina a T 
Jeżeli teraz w dwóch ostatnich wzorach zmienimy znaki na odwrotne 
we wszystkich wyrazach i następnie dodamy do (30), natenczas po dokonaniu 
redukcyj łatwo otrzymamy 
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(81) 


"90 


f (c+h y+k) — f (c+h, y) — f (Œ, yk) + f (0, y) 


u a df LSA TP af __ A t) 
= pz zy 1.38 (3x kody tI m dy: 
1 J dtf S5 asf__ W TM 
+ T3.3.4 (wi śe" | "wikt Pre baid Srm O 


Mnożąc każdy wyraz powyższego przez dz dy i całkując dwukrotnie, 
będziemy mieli 


/ MUG y +k) de dy — [r (ch, y) dæ dy 
= [fr (c, y+k) dz dy + [| f (c, y) da dy 


ESA YA 4 df 
pz 2k/ (0,9) + Trze (sie k ŞE + 3hk* A 


L 


1 sy TY szą „DY. PRL 6 PO 
4 raya k Tat Ghal q gy t 1h mlte 
gdzie J J f (+h, y+k) de dy oznacza, że naprzód znaleźć trzeba wartość 
Í f (£, y) dz dy, a dopiero po przecałkowaniu podstawić æ+h na miejsce 
æ tudzież y+k na miejsce y. 

Tak samo | f f (c+h, y) da dy znaczy, że wpierw napisać trzeba war- 


tość | | f (æ, y) dz dy, a następnie po wykonaniu całkowań podstawić Œ+% 


na miejsce æ it. p. Drugą stronę wzoru (31) pisać łatwo, gdyż prawo współ- 
czynników w nawiasach jest widoczne; są to współczynniki odpowiednich 
dwumianów Newtona, bez najwyższego oraz najniższego wyrazów. Przyj- 
mijmy teraz 


c=», v+h=X, Y= h, WY-k=FT, 
natenczas pierwsza strona równości (31) przedstawi nam zupełnie takie same 


wyrażenie, jak (29); rugując i po drugiej stronie ilości v i k, będziemy mieli 
wzór następujący 
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PW ( 
H (x, y) dæ dy = 13 2 (X=«w) (F—%)/ (Los Yo) 


` 
fo Yo 


—w) (u dze 1i „o + 3 (X—e,) (YX—y%)* kę dy |. TA 


Ery Em (X—,): ( A” | +6 Ea) (Ty) E 5 Gil... 


14 (X—2,) Ey)’ a |. hi AN) CESE 


Wzór ten jest ogólny i służy dogodnie do obliczania jakiejkolwiek całki 
podwójnej oznaczonej, w której granice całkowania są skończone i nięzależne 
. między sobą. Jeżeli granice będą + oo i — oo, lub gdyby między grani- 
cami jednego całkowania i drugiego istniała jakabądź zależność, natenczas 
trzeba wiadomemi sposobami przekształcić całkę, wprowadzajac nowe zmien- 
ne tak, ażeby granice były skończone lub niezależne pomiędzy sobą. Dopiero 
po uskutecznieniu takiego przekształcenia można stosować wzór powyższy. 
Szereg, napisany po drugiej stronie znaku równości ostatniego wzoru, jest 
zawsze zbieżny dla skończonych wartości granic £o, X, yọ, Y i tem szybciej 
szereg zdąża do swej granicy, im różnice X—x, oraz Y—y, są mniejsze. 
Można także wzór powyższy stosować i do całek podwójnych nieoznaczonych, 
biorąc te ostatnie w kształcie 


[| f (a, y) dz dy, 


co jest zawsze możebnem. 
Gdybyśmy chcieli otrzymać szereg podobny do całki potrójnej 


SR CJ 


j||freriuqc=ex Y, Z)— p (X, Y, z) — p (X, Yn Z) 


Zo Yo ĉo 
(32) 
— P (£o Y, Z)+ p (X, Yo, 20) + 9 (£o, Y, 20) + p (ZY Z) — P (£o, Yo, 29); 


gdzie, jak to bardzo łatwo dowieść, p oznacza odpowiednią całkę potrójną 
nieoznaczoną, natenczas metoda całego naszego rozumowania nie uległaby 
zmianie, tylko należałoby wziąść za punkt wyjścia wzór Taylora, odpowia- 
dający 
f+ h yk, +). 
INET MATEMATYCZNA 
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Tym sposobem można wyprowadzić wzory dla wszelkich całek wielo- 
krotnych. Wszystkie wzory całek, wzmiankowane wyżej, można równie 
dobrze otrzymać z odpowiednich wzorów sum całkowych wielokrotnych, 
stosując metodę granic. Pominęliśmy tę drogę, używając sposobu przystęp- 
niejszego. Podamy jeszcze w zakończeniu rozdziału niniejszego kilka nie- 
znanych dotąd twierdzeń, które wyrazimy krótkiemi równaniami. Z wzoru 
(26) wnioskujemy, że 
+A 


âp = fred: 


podobnie z wzoru (29) czytamy łatwo 


z4h y+k 
A,p=| | fæ y dedy. 
) | 


Tak samo z (32) wypada 


zh yk z4} 
Sp = f | rena de dy az, 
‘z “y z 
gdzie dla krótkości h, k, 1 oznaczają odpowiednio Az, Ay, Az. 


Stosując teraz do obu stron powyższych równości całkowania, wyrażone 
zapomocą znaku ©, będziemy mieli 


a+h 


froti- z fro, 


5 gth yk 
ffrendaau=zz] Jrendwew, 
wa. WYY,: 

s vy 


+k zl 


Jf re At ri FT fre y. z) de dy dz, 


g 


Są to proste związki pomjędzy dwóma rachunkami całkowemi £ i f i 
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$ 4. Równania różniczkowe wogóle. 


Równania różniczkowe z jedną zmienną niezależną mają kształt naj- 
ogólniejszy następujący 


> dy) _ 
(33) F (c. Y, z) wra 0, 
którego całka 
y= / (z, c) 


tożsamościowo czynić zadość danemu równaniu. .Teżeli równanie (38) roz- 


ważemy względem pochodnej = , natenczas będzie 


gdzie M i N są pewne funkcye zmiennych z i y, Z ostatniego równania. 
wypąda 


M dz + N dy =0. 


jest prostszy kształt równań różniczkowych rzędu 1-go z jedną zmienną nie- 
zależną, Równania rzędów wyższych z jedną zmienną niezależną oprócz 
pochodnej rzędu 1-go zawierają także pochodne rzędów wyższych. Dowie- 
dziemy nasamprzód, że wszelkie równanie różniczkowe rzędu n-go posiada 
zawsze odpowiednią całkę. Dowód, przytoczony poniżej, będzie zarazem 
przybliżonym sposobem wykreślenia całki z danego równania. 

Niech będzie dane równanie różniczkowe rzędu n-go z jedną zmienną 
niezalezną 


(34) fGYY+Y,--.,Y”) 


Wiemy, że rozwiązaniem zupełnem powyższego równania będzie rów- 
nanie pierwotne i 


F(2, Y, Ci, Cz * 114 Cn) © 0, 
w którem wszystkie stałe dowolne c tak się dają wyznaczyć, że przy szcze- 


gólnej wartości c=z, funkcya y tudzież n—l jej pochodnych mogą przy- 
brać wartości upodobane, zupełnie dowolne. 


http://rcin.org.pl 


94 


Napiszmy równanie (34) w kształcie 


dy  dży dy __ 
(35) A E e T 0 


i zamiast tego rozważmy równanie inne 


Ay Asy BYE 
(36) f au, Ta Ka) = 0 


Jeżeli przypuścimy, że w ostatniem równaniu Az, Ay, Aży,..., dy są 
ilości nieskończenie małe, natenczas, przeszedlszy do granie, otrzymamy 
znowu równanie różniczkowe (34). Całka ogólna równania (36), jak zoba- 
rzymy poniżej, może być zawsze łatwo wykreślona geometrycznie, jeżeli 
Ax, Ay, Sy, ..., A”y oznaczają różnice skończone. Robiąc zaś te różnice 
o ile można najmniejszemi, będziemy mogli wykreślić krzywą, która będzie 
nadzwyczaj mało różnić się od krzywej, przedstawionej przez całkę równa- 
nia różniczkowego (35), Tym sposobem możemy zawsze zbliżyć się do całki 
równania danego (34) tak dokładnie, jak tylko zapragniemy. Uwolniwszy 
równanie (36) od mianowników, możemy je napisać w kształcie 


(37) (£, y, h, dy, S*y,..., A"y) = 0, 
p 


gdzie zamiast Ax piszemy dla krótkości literę %, oznaczającą stały przyro- 
stek zmiennej niezależnej. i 

Z całki ogólnej równania danego otrzymamy przez rozwiązanie wzglę- 
dem y 


yY = y (T, Gy, 03; „+ + „ Cn); 


z teoryi różnic skończonych wiemy, że wogóle dając 


y = y (2), 


będziemy mieli 


Ay = y (14h) — y (x) 
Ay = y (&+ 2h) — 2y (c+h) + y (©) 
(38) ( Ay = y (@+3h) — By (@+2h) + 3y (x+h) — y (x) 


yz (enh) — ny [z+] EP yienh.) 
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Powiedzieliśmy na samym początku, że stałe dowolne c,, wchodzące 
w funkcyę w, mogą być zawsze tak wyznaczone, że dla s=x, tak y, jak 
i dy dy d*y 
i n—l pochodnych de dak e i 
dowolne, z góry obrane. Wypada więc z tego jeszcze ważny wniosek, że 
Ay Ay An—iy 
Eai a e 
mogą przybierać wartości dowolne, naprzód wyznaczone, a to dla tego, że 
całka równania (36) także zawiera n ilości stałych, które wiadomemi sposo- 
bami interpolacyi można wybrać tak, ażeby omówione wyżej warunki były 
spełnione. Innemi słowy mówiąc, ilości 


w (£), w (to +h), y (3o +2), ..., w [To + (n—1) h] 


mogą przybierać wartości zupełnie upodobane. 
Podstawmy związki (38) w równanie (37), otrzymamy wówczas równa- 
nie w kształcie 


mogą otrzymać wartości zupełnie 


i dla równania (36) nietylko y lecz także i wszystkie ilości 


W (x, h, y (£), y (zh), y (c+2h), ..., y (0 (n—1)h), y (z+nh)) = 0. 
Rozwiązując względem y (+ nh), będziemy mieli 
(89) y (c+nh) = F (x, h, y (2), y (+h), y (c+2h),..., y (c+(n—1)h)). 


Jestto wartość rzędnej, odpowiadająca wartości odciętej £+ nh. 
Jeżeli teraz nakreślimy układ prostokątny współrzędnych i obierzemy 
dowolnie odciętą sę i oznaczymy parametry dowolne 


p (19) = Qs Y (So tA) = Q P (Fo +h) = 9,,..., p |% F (n—1) h] = Qu, 
y i natenczas z (89) będzie 


y (1 +nh) 


(40) 
= ğ (To h, 41: 22:03: ** *» Qu). 


Kształt funkcyi Ø jest dobrze okre- 
ślony, ponieważ wypływa drogą prze- 
kształceń z danego równania różnicz- 
kowego. Mamy więc w powyższem 
wartość rzędnej w (c, +n), odpowia- 
dającej odciętej x,+nh; ta wartość 
rzędnej jest zależną od wielkości przy- 
rostka h tudzież od m ilości dowol- 
X. nych czyli parametrów Qi, Qz, -+ -s Qu. 
Tym sposobem, dając na figurze odciętą OA = t, i rzędną AM = y = qi, 
obieramy podług upodobania liczbowe wartości parametrów 4qą,...,qn; na- 
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06 
stępnie możemy obliczyć z równania (40) wartość rzędnej w (x, +nh), gdzie 
h oznacza przyrostek bardzo mały. Po obliczeniu możemy „na figurze wy- 
kreślić rzędną M'B=vy(z,+nh) i oznaczyć drugi punkt krzywej M. 
Dalej bierzemy za wartości pocoątkowe odcięte OB = 2, i rzędną M'B=y, 
i znowu znajdziemy 


yp (2, +nh) = p (£i, h, VIE 42. + x299 r) 


będzie to wartość rzędnej M”C=v (a, +2nh), która odpowiada wartości 
odciętej OC = s, +2nh, i która wyznacza trzeci punkt krzywej MW". Ta- 
kim sposobem, wykreślając punkt za punktem M. M, M”,..., nakreślimy 
żądaną krzywą, której przybliżenie do całki równania różniczkowego będzie 
o tyle większe, o ile mniejszym wybierzemy przyrostek h. Zamiast pierw- 
szej rzędnej AM moglibyśmy byli wziąć rzędną AN i następnie taką samą 
drogą, jak powyżej, wyznaczylibyśmy punkta N/,N”,it,d. Otrzymaliby- 
śmy drugą krzywą, objętą danem równaniem. Podobnie zamiast rzędnej AN 
możnaby było zaczynać od rzędnej AP it. d. Taką drogą otrzymamy całą 
rodzinę livij krzywych, objętych równaniem ogólnem 


yD A Gy 127. On). 


Dane równanie różniczkowe przedstawiać będzie pewną własność geome- 
tryczną całej rodziny krzywych wykreślonych. 

Powyżej wyłożona metoda wykreślania całki z danego równania róż- 
niczkowego była używaną tylko dla równań rzędu 1-go. Metody tej nie mo- 
żna było uogólnić dla równań rzędu n-go z tej przyczyny, że nie zwracano 
wiele uwagi na teoryę różnie dla funkcyj jednej zmiennej, oraz wielu zmien- 
nych. Obecnie, jak widzimy, metoda przybliżonego wykreślania całki dla 
równania rzędu n-go staje się łatwą do zrozumienia i bez żadnych trudno- 
ści może być uogólnioną dla równań różniczkowych z wielu zmiennemi nie- 
zależnemi. 


$5. Własności układów równań różniczkowych. 


W dziale równań różniczkowych będziemy trzymać się dawnego spo- 
sobu pisania, używając symbolu © dla oznaczenia pochodnych cząstkowych, 
oraz d dla różniczek zupełaych. Będziemy jednak pamiętali, że pomiędzy 
obydwoma sposobami pisania istotnej różnicy nie ma wcale. 

Niech będzie dany układ równań różniczkowych z jedną zmienną nie- 
zależną w kształcie 


(a) Wyd wk, SK i r * 
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którego całki są 


(b) Ji (dy, Ma Egzos y Ta) = Cis 
(6=1,2,...,4—1), 


natenczas z układu (a) możemy utworzyć jedno równanie sposobem widocznym 


gf da, > L daj t FE dy HE A o da, 
praz AR = E AIE A A a A 


KŻ: 


Skorzystaliśmy tutaj z powszechnie znanej własności układu równych 
stosunków. Widzimy, że po lewej stronie ostatniej równości licznik jest 
zawsze równy zeru, ponieważ przedstawia różniczkę zupełną równania (b); 
wnioskujemy stąd, że i mianownik także musi być zerem, czyli będzie 


(e) xÉ +46 ++ ta E=0, 


((=],2,...,n—1) 


n—1 równań różniczkowych cząstkowych. Takim sposobem wszystkie całki 
układu (a) sprawdzają jednoczesnie równanie różniczkowe cząstkowe (c). 
Odwrotnie, gdy mamy dane równanie w kształcie (c), natenczas możemy 
także napisać układ (a). 

Dalej, jeżeli mamy układ n—m równań jednoczesnych 


(d) domy = Ay, dz, +- Ag, dz, +... ++ Au, dźa, 


(r=l,2,...,1—m), 


określających n—m zmiennych zależnych Zu, Zmęey «113 Umęn=m, jako 
funkcye m zmiennych niezależnych 2,, zy, ..., zw, wówczas spółczynniki 
A czynić powinny zadość pewnym warunkom całkowalności. Ażeby wypro- 
wadzić wspomniane warunki, napiszmy różniczki zupełne w kształcie 


Zeit r r 
(e) Mię, Z Lmt da, + zt dz, +.. „+ tede 


(r=1,2,...,—m) 


i odejmijmy równania (d) i (e), natenczas otrzymamy 


(a, R 


te) dż, + (4, — =) AL AEE (An = EM dz, =0. 
7 
http://rcin.org.pl 


98 
Równanie to ustanawiałoby związek pomiędzy zmiennemi 2,,25,...,Zw, 
ponieważ jednak wzmiankowane zmienne są zupełnie między sobą niezależne, 
więc związek ostatni istnieć nie może inaczej, jak tylko, gdy wszystkie 
współczynniki stają się zerami. Tym sposobem będzie 


Lmt Oz, DTn-hr 
(63) Ar= Aar = a iy Mar "=", 
(REL; n— m) 


Z znanego prawa o porządku różniczkowań wypada widocznie 


CY RREI T TA 
dzy ra dz; A 
czyli 
zin Anr DT mis kak Arr jap SA; DL m+s 
> aż: > Omi AB Iı g3 2 ate 9% 


s=1 
Mając na uwadze związki (f), z ostatniego otrzymujemy 


s=n—m s=n—m 


p + > Zdr 4, m Sde +2; ZY 


CZA COR m+s CZA Tm m+s 


(r=1,2,..., n—w). 


Są to warunki całkowalności dla układu danego (d) w przypadku, gdy 
wspomniany układ określa tylko n—m zmiennych zależnych. Gdyby liczba 
zmiennych zależnych w układzie (d) była większą, aniżeli n—m, w tym 
przypadku warunki całkowalności stają się bardziej zawiłe. Jak pojmo- 
wać należy układ dany, jeżeli liczba zmiennych zależnych przewyższa liczbę 
n—m, o tem ogłosiłem kilka prac w pismach Akademii nauk w Paryżu 
r. 1895. 

Dajmy, że całki układu (d) są 


Tra. ay a wyd Ja, Tę, 7a sa => 043 


(r=1,2,....—m), 


biorąc różniczki zupełne, otrzymamy z powyższego 


ze, do, + zy daj +... gf dam zel 


ef, r 
+ az dems +.. z da, = 0. 


http://rcin.org.pl 


99 


Po wyrugowaniu z ostatniego różniczek £mi, dzy, .. ., dzy przy 
pomocy równań (d) będziemy mieli 


ef, əf- : df- ef, 
dz, + Aa uj + Ais B E + Ainm 20, 
of- e , of, 
+ b Pkg m H dag t t Aaa og ) de, 
Sfr i ef, of, of; s 124 
+ E Am, Emt - Fr Ame Em4? = His -+ Ama—m >] ALm = 0. 


Równanie to ustanawiałoby związek pomiędzy zmiennemi 2;,,Z5,...,£w, 
które, jak wiemy, są zupełnie niezależne. Stąd wnioskujemy, że konie- 
cznem jest 


af; af, 
w,” e a E 


+4 aat 


(3=1,2,...,m). 


Układ powyższy (h) ma ważne znaczenie w nauce i nosi nazwę układu 
Jacobiego, od nazwiska uczonego, który poraz pierwszy wyłożył teoryę 
i sposoby całkowania takiego układu. Widzimy więc, że całki układu (d), 
czyniącego zadość warunkom całkowalności, sprawdzać muszą jednocześnie 
układ równań różniczkowych cząstkowych. Opierając się jedynie na tej 
własności, wyłożyłem był sposoby całkowania układu (d) w P.amiętniku Aka- 
demii Umiejętności w Krakowie za rok 1883. Jeżeli w układzie (h) współ- 
czynniki 4, , nie czynią zadość warunkom całkowalności (g) i pozostają zu- 
pełnie dowolne, natenczas układ równań cząstkowych nosi nazwę układu nor- 
malnego. 


teczna przy całkowaniu równań wogóle. 

Wszelki układ normalny zawsze zastąpić można odpowiednim układem 
o różniczkach zupełnych. 

Jakoż niech będzie układ normalny 


ôf 


ar, 


af 
Ain z Aui ++ F Alnm gam = 0, 


A iR 
(i) RZA A Aza CZE F w dy Ażnnm KA za 0, 
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Pea N N 


Możemy dowieść twierdzenia, którego dokładna znajomość bywa poży- 


100 
w którem współczynniki A są jakiekolwiek funkcye zmiennych z,, z5,...,%,. 
Pomnóżmy powyższe równania odpowiednio przez ilości nieoznaczone 
Pis Pos « « « ; Pm, natenczas po dodaniu wszystkich równań otrzymamy 


ð a a j 3 
Pı zg a zę ++ sL + (P Aa +p Asa H.+- + pn Ana) 
-- +; + (Pı Ars" + p Az nm —- S KŚ | Pm Maa) 2 = 0 


równanie różniczkowe cząstkowe, któremu według tego, co powiedzieliśmy 
na początku paragrafu, odpowiada następujący układ równań zwyczajnych 


N a G I E uaaa 
=... 


de, 
RE Pı Ay n—m 7 Da Aa n_m -} ... -- Pm nna 7 


Oznaczając tutaj stały stosunek przez dt, będziemy mieli 


dz, dz, dz 
Pi s="Ę * ze rzy * - swf sa "rz 


gdy zaś przy pomocy powyższych związków wyrugujemy ilości 74, Pó, ---, Pm 
z układu (k) i następnie skrócimy przez dł, natenczas otrzymamy n—m rów- 
nań o różniczkach zupełnych 


(1) dtp; = Ay, dry F Aa, Ato F- . FH Am, dan, 


(r=],2,...,%4—m), 


w których współczynniki A są jakiekolwiek i mogą nie czynić zadość ża- 
dnym warunkom całkowalności. Odwrotne twierdzenie, iż układowi (1) od- 
powiada zawsze układ pomocniczy równań cząstkowych (i), nie byłoby tutaj 
niczem uzasadnione. Odwrotne twierdzenie będzie prawdziwe tylko w tym 
jedynie przypadku, gdy wszystkie współczynniki układ (1) spełniają wa- 
runki (g). 


$ 6. Teorya ogólna równań różniczkowych zupełnych rzędu 1-go z wielu 
zmiennemi niezależnemi. 


Niech będzie dane równanie różniczkowe o różniczkach zupełnych 


(a) X, du, + X, dz, +-... + Xi du +... X da, = O, 
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a u WIE PARA EAER TP RENE 


określające jednę zmienną, jako funkcyę pozostałych zmiennych niezależnych. 
Napiszmy całkę równania (a) w postaci ogólnej 


(8) P ył: 4 5%A536 


| Równanie (a) nazywać będziemy dokładnem, jeżeli lewa strona przed- 
stawia różniczkę zupełną rzędu l-go funkcyi F. W tem przypuszczeniu 
będzie 


dE 
dF= z, dz, + A 3 del: iz 27 EB + żę, l 
= X, day + X, da, +-... + X, dz; +... + Xu dza; 
widoczna więc, że istnieją związki 


IF ôF 
Mi = Ga, * m mę gz Ń 


Różniczkując pierwsze z powyższych równań względem 2, a drugie 
względem æ; i pamiętając znane prawo o porządku różniczkowań, otrzymamy 


2X, = dX: 


se zh (i, k==1,...,n wszystkim kombinacyom) . 
k i 


(7) 


e =$) 


Tym sposobem będziemy mieli równań warunkowych (y). 


| Jeżeli teraz przypuścimy, że CRRA (a) nie jest dokładne i wyznacza 
zmienną £n, jako funkcyę pozostałych zmiennych niezależnych, natenczas 


będzie 

da, = ge dz, + 27% Z dnt.. = dnt.. +a ARE 
oprócz tego z równania danego (a) wypływa 

PARE - du — da, -f dr, — — ŻE! day. 


Odejmując dwa ostatnie równania, znajdujemy 


Ln 


E T TE TE E T 


dEn mer 
Oa 1 


+...+( y 4em=0. 
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Równanie to, gdyby istniało, określałoby związek pomiędzy zmiennemi 
niezależnemi, co jest sprzeczne z założeniem; wnioskujemy z tego, że równa- 
nie powyższe istnieć nie może, a więc współczynniki równania powinny być 
zerami, czyli 


RZA X; ze 
(9) A; = — X, , ((=12,...,0—1). 


Napiszmy podobne równanie dla wskaźnika k 


Oln X; 


dEr TAG 274: 


(e) 


Następnie, gdy zróżniczkujemy równanie (6) względem æ, tudzież rów- 
nanie (e) względem æ;, otrzymamy 


z (- 3 x|+ sz l- Z ż= (- + 2, (- +) 


Ln 
EA 
nań (ô), (e), po dokonaniu łatwych działań i uproszczeń znajdziemy 


Wyrugowawszy z powyższego ilości 


CZA 
oraz 
oz k 


(4) 


0X, X, sz) 


> SĘ 0X, 3X; |= 0, 
OW 


TF G- z za) TA lx, Dan 


(4,k=1,2,...,4—1). 


—1) z 


> Tym sposobem otrzymujemy ©” L równań warunkowych (¢), 


którym powinny czynić zadość KPRI równania danego (a) w przy- 
padku, gdy to równanie nie jest dokładne, lecz wyznacza jedną zmienną Pa» 
jako funkcyę pozostałych zmiennych niezależnych. 

Na równanie dane (a), gdy nie jest dokładnem, możemy jeszcze patr zs 
z innego punktu widzenia. Pomnóżmy lewą stronę równania (a) przez pe- 
wien czynnik m, nieznany nam bliżej, jednak taki, iż będzie miał miejsce 
związek 


u (X, dr, + X, dz, +... + Xi dr: +... + X, de) = > = do, + zz 
0F ôF 
Fog ME. E m 


natenczas będzie widocznem, że 
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2r E 


(x) uX; = , y= (ik =1,2,...,1). 


Czynnik m, czyniący zadość powyższemu warunkowi, nazywa się czyn- 
nikiem całkującym i wogóle przedstawia niewiadomą funkcyę zmiennych. 
Czynnik u równa się jedności, gdy równanie (a) będzie dokładnem. 

Rugując funkcyę F z równań (x), otrzymamy 


o a 
ZG; (u X) = % (u Xx), 


(2) 4, ŻŻ Fh (zy > z |= 0 


(,k=1,2...,%). 


Jeżeli oprócz równania (4) napiszemy podobne dla wskaźników ¿ oraz m, 
tudzież dla k, n, natenczas po wyrugowaniu z wspomnianych trzech równań 
FAJ ð 8 ; ; j 
ilości ye +3 NA A z otrzymamy znowu warunki (¢), które powyżej inną 
drogą otrzymaliśmy. Gdy przedstawimy całkę równania (2) w kształcie 


V (Birar: > ©, (0) EF, 
wówczas równanie (4) można będzie napisać tak 


ôV 


3X, \ 9V 
e. Xi zz, Ki E + u — 3 


OC; Au 


Zmieniając wartości wskaźników 4, k od 1 do m otrzymamy pewną 
liczbę układów równań różniczkowych cząstkowych. Wystarczającem będzie 
zbadać tylko jeden z tych układów 


(v) dV pal X; oV u 0X; sk, 0X, BL. SĘ = 
G O; gł dr, * A = CZA ôu EL) 


(i=1,2,. .. , ”—1). 


Wiemy z poprzedzającego $, że układowi równań różniczkowych czą- | 


stkowych (v), odpowiada zawsze układ dwóch równań o różniczkach zu- 
pełnych 
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i 


| AEn = |- ži ) dz; , 


i=1 n 


du = X, 0X, 
| Fyti 15 Z 5 3 CZ REN 


J dz, 


Pierwsze z tych równań jest, oczywista, równaniem danem (a), drugie 
zaś można napisać w kształcie 


m1 1 (3X, 3%, 
(0) B=" Ex" dw 


| dz; . 
i=l 

Ostatnie równanie daje nam bardzo ważny związek czynnika całkują- 
cego z współczynnikami danego równania różniczkowego; związek ten po- 
zwala znaleźć czynnik „ dla wielu równań. Znajomość ilości u przy szu- 
kaniu całki (8) sprowadza zagadnienie do całkowania równania dokładnego. 

Istnieje kilka sposobów całkowania równania dokładnego, wyłożymy 
poniżej sposób najprostszy i najłatwiejszy do pamiętania. 

Wiemy już, że równanie dokładne czynić musi zadość warunkowi 


(o) dF = X, dz, + X, das +... + X,da,+-... F Xni dEn- + Xn dan, . 


gdzie F oznacza szukaną całkę. Ponieważ związek powyższy istnieje toż- 
samościowo, a więc przy wszelkich wartościach na zmienne, zatem nie prze- 
stanie być prawdziwym, gdy zamiast £s, £y, ...,«x„ położymy jakiekolwiek 
stałe, będzie wówczas 


(z) , dP = X, da, . 


Pozostałe wyrazy w (o) znikną, gdyż różniczki ilości stałych są zerami. 
Całkując równanie (r) w granicach od zio do 2, otrzymamy 


(9) F (Es Bp no Ea) — F (Ero, 2,,...,2,) = X, dz, , 


Ty 


gdzie, według poprzedzającego założenia, ilości «4, %,,..., c uważamy jako 
pewne stałe. Gdy teraz w równaniu (o) położymy we wszystkich wyrązach 


, zamiast w, wartość początkową stałą ©,9, natenczas otrzymamy równanie 


(5) dF, = X20 dt, <- X, da + Tie 4- Xno AEn , 


w którem, oczywista, F, ma znaczenie 
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Fo = F (110, Loy Maąy 1. Bu) 
oraz X20, Xzo, .- -, Xno oznaczają współczynniki X,, X.,..., Xn, z tą je- 
dnak zmianą, iż we wszystkich wyrazach położono zamiast æ, wartość po- 
czątkową «9. Ponieważ związek (¢) musi zachodzić przy wszelkich war- 


tościach na zmienne £, v,,...,«©„, więc pozostanie prawdziwym, gdy za- 
miast £y, z,,..., Za położymy jakiebądź stałe, będzie wówczas 


dF, = Xo dx, . 


Całkując ostatnie równanie w granicach od 2, do æ, znajdujemy 


T3 
(y) F (210s Los Bjr- o, La) — F (Zyg, Tao, Ly, ..., Tę) = f Ko dzą. 


ano 
Gdy następnie w równaniu ($) damy 2, =2>,, wówczas będziemy mieli 
(2) dFy,, = Mzgw dæ, + Xaoo dz, +... + Mov dEn, 
gdzie 7,, ma znaczenie 
Fop = F (T10, Tą; Ty, Xas s: o , Tu), 


oraz Xaoo, Xaoo - « « , Xp oznaczają współczynniki X, X,,...,X, z tą 
zmianą, iż we wszystkich wyrazach zamiast dwóch zmiennych 2,, 24 poło- 
żono wartości początkowe 2qg, T20. 

Atoli związek (7) zachodzi tożsamościowo, więc też pozostanie praw- 
dziwym, gdy zamiast £, ©,,..., c, położymy pewne stałe, wówczas będzie 


dF, 0,0 == X300 CZA . 


Całkując powyższe równanie w granicach od 2x3, do «,, będziemy mieli 
Ts 
(0) F (210, a0 Za, Ty, o) Ln) — F (20, Tao, £3,0, Ty, -ep Tw) =j X300 dz. 


Rozumowanie takie bardzo łatwo prowadzi się dalej. Gdy teraz doda- 
my wszystkie równania (4), (%), (œ) i t. d. znajdziemy bez żadnych trudności 
wzór całki szukanej 


F= | M dz, + J P. eT dtg -T | X300 dz, -l ... + $ Xn00,0 dz, . 
» Tuo 


Zro 2n,0 
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Znaczenia X0, X300, X4000, ... są Ściśle omówione wyżej. Po wyko- 
naniu wskazanych całkowań w ostatnim wzorze można następnie wszystkie 
wyrazy, zawierające wartości początkowe %10, %20, T39,..-. złączyć w je- 
dną stałą dowolną C. Wzór całki powyższej podany był poraz pierwszy 
przez Jacobi'ego; wzór ten jednak był dowiedzionym sposobem odmiennym 
od przytoczonego w niniejszej pracy mojej, 

Równania liniowe. Ogólny kształt równań różniczkowych linijowych 
z wielu zmiennemi jest następujący: 


(m) Xdu--(F,+Z2'u) dz, +(¥'3 +2 u) dz, +.. + (Y'n tZ u) dzn=0, 


w którem X, Y,, Z'o K'a, Z%.... oznaczają pewne funkcye zmiennych nie- 
zależnych 24, ts, ...,©„. Jeżeli oznaczymy 


z | 4 Zł 
RE Ck 5% ESTS m 
Y: Ery 13 5 U X Y, , X Za U 
bee Za 
maz r, z = Z, 


natenczas zamiast równania (m) możemy napisać i uważać za ogólne nastę- 
pujące równanie linijowe 


(n) du + (Y, +Z, u) dz, + (Yą+Z7 u) dzą +... + (Yn+Z,u) dz, =0. 


W przypadku, gdy równanie (n) wyznacza jedną tylko zmienną zależ- 

ną u, wówczas powinny być spełnione warunki całkowalności 
ô Y; 
dti 


Z dY, 
+ u — Ze (X: + Zm) = z T" Taa Zi (Yr + Z: u), 


czyli po widocznem uproszczeniu będzie 


dY, 3Zr z, MI + 
Pn MARZYAH Ay WE 


(4,£=1,2,-..,R). 


Atoli według naszego założenia współczynniki Y,, Z, nie zawierają 
wcale zmiennej zależnej u, wskutek tego ostatnie równanie rozłoży się na 
dwa następujące 


dF, WY 
man m MA e aai Fe, 
(0) 
ðZ, èZ, i,k=1,2 n) 
3%; DE; (i k = 1, 2,..., 0). 
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Dalej ze związku (o), zastosowanego do równania (n), wypada widocznie 


i=n 


dlg u = £ Z; da, 
=] 


równanie to musi być koniecznie dokładnem na mocy warunków (0), a więc 
będziemy mieli wprost 


ig u = | Z Z dz. 


skąd znajdujemy 


* 421 
By Ži dz; 
J tal 


u=e 


Widzimy więc, że równania linijowe w kształcie (n) całkują się zawsze - 


pod postacią skończoną, bowiem czynnik całkujący może być zawsze łatwo 
znaleziony sposobem, opisanym powyżej. 
Równania jednorodne. Równaniem różniczkowem jednorodnem 


X, dzy + X dzą +... 4 X, da, =0, 


nazywamy takie równanie, którego współczynniki X, czynią zadość warun- 
kom całkowalności (¢) i oznaczają funkcye wymierne jednorodne jednakowe- 
go stopnia, zawierające zmienne £, zs, ,..,«,. Czynnik całkujący takie- 
go równania może być zawsze znaleziony zapomocą metody ogólnej, którą 
poniżej wyłożymy. 

Teorya czynnika całkującego. Gdy współczynniki X, równania dane- 
go (a) oznaczają jakiekolwiek funkcye wymierne, natenczas możemy dać na- 
stępujący sposób ogólny dla znalezienia czynnika całkującego Widocznem 
jest, iż równania (4) można napisać tak 


lgu ə lgu 94, X: _ 
(p) xX RER — M Ot; * z MAD ATA 


(4£ =1,3.:s.; n). 


Dla wyznaczenia wartości funkcyi lg u nie potrzebujemy bynajmniej 
całkować układu równań różniczkowych cząstkowych (p) w całej ogólności; 
zadanie takie byłoby o wiele trudniejszem, aniżeli całkowanie równania (a). 
W naszem zagadnieniu koniecznem będzie znaleźć jakimbądź sposobem roz- 
wiązanie szczególne czyli wartość lg u, sprawdzającą tożsamościowo wszy- 
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stkie równania (p). Tak postawione zagadnienie daje się rozwiązać w bar- 
dzo wielu razach sposobem następującym. Oznaczmy 


algu dlgun_ 
ODT; wss. Lg = Per 
natenczas zamiast układu (p), napiszemy 
9%; dX; 
(q) MEAE a — zy,” T 0, 


(GES 17... n): 


oprócz tego będziemy mieli różniczkę zupełną 
(r) d ig u = Š pda, 
r=1 


skąd widoczna 


CZ — Spi —A U 


(8) CZ OT; 
Ażeby zamienić równania (q) i (s) na tożsamości, dajmy 
(t) pi= > pi = á CAM N 


gdzie wogóle M, oznacza funkcyę wymierną całkowitą stopnia m,-go zmien- 
rych 2%, Z, ..., Tę 


M, = q zy”: +- ag Tą”: +... On Ea” F Dy 04"5 7! dy A by y"e 7! wy 
+... + 0 24% 7% 2ą? > Cz Z”? gy” >+ ..; 


podobnie N, oznacza funkcyę wymierną całkowitą stopnia n,-go wszystkich. 
Ilości a,, b,, Cr, ..., Ms, n, są stałe, które możemy wybrać podług upodo- 
bania. l 
Podstawiając wartości (t) w równania (q) i (s) i przyrównywając do 
zera wszystkie współczynniki stałe, otrzymamy pewną liczbę równań dla wy- 
znaczenia wspomnianych stałych a, b, c,... Nakoniec pozostanie nam do 
przecałkowania równanie dokładne (r), z którego znajdziemy wartość lg m. 
W przypadku, gdy danem będzie równanie różniczkowe (a) jednorodne, ną- 
tenczas M,, N, oznaczać będą nietylko funkcye wymierne całkowite lecz 
zarazem i jednorodne, stopni wogóle różnych. 
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Zagadnienie Pfaff'a. Gdy równanie różniczkowe 
(u) X, dzy + X, da, +... + X, dz, = 0, 
nie jest ani dokładnem, ani nie czyni zadość warunkom (¢) w tym przypadku 
liczba całek jest większą, aniżeli jedna. 
Dajmy na to, że całki będą miały kształt 
(v) EN CEŁ OPAC IT (r =1,2,...,4), 


wówczas różniczki zupełne powyższych równań (v) będą 


af, 


CZA 


of, of, 
(w) dz, + i dz, +.. HSE ds = 0. 


Jeżeli teraz pomnożymy pierwsze z równań (w) przez pewien czynnik 
M,, drugie przez M,,..., k-te przez M, i następnie wszystkie równania 
dodamy, natenczas otrzymamy jedno równanie rożniczkowe równoważne 
względem danego równania (u) i wskutek tego współczynniki wspomnianych 
równań będą proporcyonalne, będziemy tedy mieli 


Of, OJ ft _. z 
a WT M, 7 1 OBR EA =aX, 


af, ) ? 
M, -2 + M, er e Aai $h —aX,, 


(z) 


af A A 
M ZE + M, +... M gf =a Xi. 


Jestto układ m równań, zawierających k funkcyj nieznanych = z 


Ak SPO a , oraz k całek f,,/,,...,frx. Widzimy stąd, że, jeżeli 
współczynniki X, nie sprawdzają żadnych równań warunkowych, w takim 
przypadku liczba równań układu (z) powinna być równą liczbie niewiado- 
mych, czyli Żk=n. Wypada z tego wniosek, że liczba zmiennych równania 
danego (u) powinna być parzystą, oraz że liczba całek równa się połowie 
liczby wszystkich zmiennych. Zagadnienie, wyżej wysłowione, staje się nie- 
oznaczonem, gdy liczba zmiennych równania danego będzie nieparzystą 
i w tym ostatnim przypadku jedną całkę można wybrać podług upodobania 
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Jeżeli jednak będzie k < -T czyli liczba równań (z) będzie większą 
od liczby ilości niewiadomych, wzmiankowanych wyżej, natenczas po wyru- 
“ , f z układu (2) otrzymamy pewną liczbę rów- 
nań warunkowych dla samych? współczynników X,. Warunki wspomniane 
przedstawiają się pod postacią funkcyj Pfaffa, których kształt wyznaczylem 
bliżej w pismach Akademii nauk w Paryżu r. 1892 i 1894, tudzież w „Pra- 
cach matematyczno-fizycznych'* w Warszawie. 


gowaniu wszystkich ilości 


$7. Teorya ogólna równań różniczkowych zupełnych rzędu 2-go 
z wielu zmiennemi niezależnemi. 


Przedmiotem niniejszego $ jest nadzwyczaj rozległy dział równań róż- 
niczkowych, niebadanych w tej postaci, jaka zajmować się będziemy. Rów- 
nania, o których będzie mowa poniżej, przedstawiają same przez się znaczny 
interes, a oprócz tego stosują się do teoryi równań różniczkowych cząstko- 
wych rzędu 2-go. 

W znanych mi dziełach dawnych autorów badane są niby równania 
zupełne rzędu 2-go z wielu zmiennemi, lecz bez wyrazu głównego, zawiera- 
jącego różniczkę zupełną rzędu 2-go; są to więc w rzeczywistości równania 
rzędu 1-go w ksztalcie: 


X A, (dæ) + 2 5 Br dx dzy = 0. 
t= AS 


Dziwić się temu nie można, że nowsi autorowie dzieł matematycznych 
całkowicie opuszczali w wykładach swoich powyżej napisaną klasę równań, 
nie przedstawiającą nic godnego uwagi. 

Ogólny kształt równania różniczkowego zupełnego rzędu 2-go z wielu 
zmiennemi niezależnemi jest następujący: 


0) Adm-+U(du?+-22 U; duda, + Z X, (dej? +2 Z X, du dzy =0, 
t | ik 


gdzie u jest zmienna zależna, 2,, z,,..., ©, zmienne niezależne. 
Spółczynniki A, U, U;, X,,, X,: oznaczają pewne funkcye wszystkich 
zmiennych; ostatnia suma © tak w powyższem równaniu, jak i we wszyst- 
ik 


kich innych, spotykanych w § niniejszym, odnosi się tylko do wszystkich 
kombinacyj liczb 1, 2,..., n, wziętych po dwie. 
Całką równania danego (1) nazywamy taką funkcyę 
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U = U (Li, Ear.. y Cn, Ciy Czy 1 *-; Cn) 


zmiennych niezależnych z,, tudzież stałych dowolnych c, iż, gdy napiszemy 
wartości jej różniczek zupełnych 


= Ju 
du = z 3% dz; 4 
Du Iu 
Ju 2% 2 ie - 
dłu = 7 dz +2 z YE dz, dzy 


i podstawimy powyższe wartości w równanie (1), natenczas otrzymamy tożsa- 
mość bezwzględną, czyli, że wszystkie współczynniki równania staną się ze- 
rami. W rzeczy samej, gdy wykonamy powyżej wzmiankowane podstawie- 
nie, wówczas będzie 


AŻ gy dze? — do, dy +UŻ Gz) dz? 
i=l 
+20 2 z SE dz, do, +22 U, dz, SIĘ SE der 
Li Tk 


+ Z rp Z Xi dn,dz, = 0. 
i=1 tk 


Po należytem uporządkowauiu wyrazów z ostatniego równania otrzymamy 


= 8u du 2u 
Z A 3x7 + U | Jk + X] de? +z|24-—% EM 
KZ su Lad 


z przyczyny niezależności różniczek dx, wypada z powyższego 


P Iu 
E T 
C TETTE A 
(2) 3u du u du 
á "radu" a C Tre EE t= 0, 


TA LAN R n kombinacyom). 


_ Takim sposobem całka równania danego (1) będzie jednocześnie całką 
wspólną układu (2) równań różniczkowych cząstkowych rzędu 2-go. 
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Bardziej szczegółowa teorya równania (1), oraz sposoby całkowania 
_ będą wyłożone w pracy niniejszej na następnych stronicach, bezpośrednio 
zaś przejdziemy do przypadków szczególnych. 

Dajmy w równaniu (1) 


WZ 1 O=0 EV (E=1,2,.. .,%), 


natenczas otrzymamy, przypadek znacznie prostszy i łatwiejszy od poprze- 
dzającego 


(3) du + Z Xy de? +25 Xar dzy der =. 
p | ik 


Rownanie, napisane wyżej, będziemy nazywali dokładnem, jeżeli przedstawia 
różniczkę zupełną rzędu 2-go pewnej funkcyi w, a więc spółczynniki X,, X; x 
nie zawierają zmiennej zależnej w i oprócz tego czynią zadość warunkom 


Du dłu 
(8) —X="a) | Ka= md * 
CLP BSO |. 


Zapomocą różniczkowania równań (4) otrzymujemy bardzo łatwo 


20 Xak Xir _ IXa Xis _ Xix 


da ea "u, Oby a a On aż 7 


(5) 


Związki powyższe wypływają sposobem widocznym z prawa o porządku 
różniczkowań; ostatni z tych związków można opuszczać, gdyż wypływa 
z pierwszego zapomocą różniczkowania względem æy, w rzeczy samej będzie 


Xis VX; 


(6) Irr? Pa RZA OT; Š 


Zmieniając w (6) wskaźniki ¿ na k i odwrotnie, otrzymamy 


Ma LV PBRhy 
i dał T On er " 


Drugie strony równań (6) i (7) przedstawiają jedno i to samo, gdyż 
X; x = Xr: wskutek tego i pierwsze strony muszą być równe między sobą. 

Tym sposobem widzimy, że, jeżeli równanie (3) ma być dokładne, na- 
tenczas konieczne są warunki: 
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IAD CAW CEA POENWIECJTE? araa PIG > Z 
| MB 77 
Xu _ Xa ©- Ka _ Ku 
OZ, DT; ? Iti y OT 7 


(i, k,1-=1,2,..-,%). 


(8) 


Okażemy poniżej, że warunki (8) wystarczają dla znalezienia całki rów- 
nania dokładnego. W rzeczy samej, mamy widocznie 


du 
4 w TAN 
całkując ostatnie równanie, otrzymamy: 
(9) u = — |f X, dej: + Aa, +B, 


gdzie A i B oznaczają funkcye dowolne zmiennych 25, £z, ..., 8n, ponie- 
waż znak Í odnosi się tylko do zmiennej z,. Ażeby wyznaczyć funkcye 
A i B, zróżniczkujmy (9) względem «,, będzie wówczas 


du 


(10) [iz 


3 [ 2 . 
— zz JJ Xi dzy + A; 


różniczkując (10) jeszcze raz względem «,, otrzymujemy 


du 
dw; da, EE ffa de i: 
(8=2,8,...,%), 
skąd wypada widocznie 
94 _ 92 R 
a1) = t gar || Xa a. 


Wiemy, że różniczka zupełna rzędu 1-go funkcyi A będzie 
dA =2 = da, . 
podstawiając tutaj wartość (11) na miejsce e i oznaczając dla skrócenia 
(l) „b JES dz , 
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będziemy mieli 


13 PPS: A BE T 
( ) y | Cz CZA in 


Wszystkie spółczynniki równania (13) nie mogą wcale zawierać zmien- 
nej £, ponieważ mamy widocznie 


ə 8’ D 
EE BEROR AA VE 
Oy ( Oxy OT; a) 0, 
(=2,8;--:10): 


mając na uwadze wartość (12), otrzymujemy z powyższego 


Xiu _ ORia _ 9 

Iis my 2 
Jestto jeden z warunków (8), które według założenia muszą koniecznie za- 
chodzić. Oprócz tego widzimy, że równanie (13) przedstawia także różnicz- 
kę dokładną, gdyż niezbędne warunki będą spełnione. Istotnie mamy 


4 | D 48. LPD | 
Ay ( 0x, dw x.) ma" E Ja TH] 


co jest widoczną tożsąmością na zasadzie warunków (8). Takim sposobem, 


całkując równanie (18) metodą Jacobi'ego, otrzymamy 


"| 8:D 
=l ROR - x.)an + | | boa — Xi) A 


Om, ATą 


Tao 


tej. RR AGR Xia) dan, 


CZĄCZA 
£n0 Ez=Tzp 
=s 
ni 7n-10 
gdzie £20, £30, ..., Znao Oznaczają początkowe war tości zmiennych; wyrazy, 


zawierające te początkowe wartości, można w końcu zebrać w jeden wyraz, 
oznaczony głoską C. W dalszym ciągu podamy sposób znalezienia wartości 
funkcyi B. Różniezkujmy nasamprzód równanie (9) względem zmiennej £s 
będzie wówczas 


du _ 3 SĘ 94 dB 
T a A 


http://rcin.org.pl 


115 


następnie, gdy wyrugujemy z powyższego ilość z przy pomocy związku (11), 


natenczas otrzymamy 


du ðD 3 
m ri + Dy ( EEA OT; = x.) + 


OT; CZA 


głoska D ma tutuj znaczenie poprzedzające (12), 
Jeżeli zróżniczkujemy równanie ostatnie względem zmiennej «,, bę- 
dziemy mieli 


2B &D 
> ARE Xar 


BD IXs 
(14) z | , 


Ar dw, OZ, ži 5 ôx; z, dr, 


(0,r ZKA;..+,R). 


Napisane wyrażenie nie może zawierać zmiennej 2,, czyli wszystkie 
wyrazy ze zmienną x, muszą się wzajemnie znosić, albowiem koniecznem 
będzie | | 


a 82D 0 9?D saLE7 9 
pm |= X, r + z, "80, Oz, PPR 80, dzy dr, si x.)| ni 0; 


pamiętając tutaj, że wyrażenie w małych nawiasach: — X, nie za- 


D 
OT; OT; 
wiera æ, jak tego dowiedliśmy poprzednio, otrzymamy łatwo z powyższego 


R ME a =0, (8, r =2,3,...,%) 


co jest tożsamością na mocy warunków (8). 
Dalej wiemy, że różniczką zupełną rzędu 2-go funkcyi B będzie 


ËB = 2. 
BRZTZ +22 OT "e da, dz; 
w, RE vp s 
stąd na zasadzie związków (14) wypadnie 
= = ID 
sp — =, Rai 2 
tB= E | x,+ zata i ga ay) 


(15) 


82D 3X, Bp 
9 1,8 
p,» z| Aer aa on | 2, M Qa du, dz, | A: 
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Łatwo dowieść, że równanie (15) rzędu 2-go, zawierające n—1 zmien- 
nych niezaleznych £j, £y, ...,©,, jest dokładne. Istotnie warunki (8) będą 
spełnione: 


a SR D 
zl- Zis + HT 2 Z ke, — | By sze) 
ôD r ER 
P aE is Xnet Oc, AL; ER EA "10% IL, OLX, zz) á 
czyli 
2X, WO WEB ONO ENO 
USC” i, RA |=— 82, AM Ad > | 


Jestto tożsamość widoczna, jeżeli spełnione są warunki całkowalności (8). 
Podobnie mamy 


a 22D e e b 27 
ðr > Ks "0x, dx; FR da,  ”! da, 82, sz) 
a e i 33D 
aT w Xut sz en "pda OPUZ 3508 | 
skąd widoczna 
DX; "39 02 r, fij ə 2X, t 
= OT; NE 1 dz, = (z | = a - dr, Z] 


co jest tożsamością niewątpliwą przy spełnieniu warunków całkowalności (8). 

Tak więc nasze zagadnienie deprowadziliśmy do całkowania równania 
(15), które jest zawsze dokładnem lecz zawiera tylko n— l zmiennych nieza- 
leżnych, czyli zawiera o jedną zmienną mniej, aniżeli równanie dane (3). 
Tym sposobem, mając całkę dla równania z dwoma zmiennemi niezależnemi, 
przejdziemy drogą, wyłożoną powyżej, do całki równania różniczkowego 
rzędu 2-go z trzema zmiennemi niezależnemi i t. p. 

Zajmiemy się w dalszym ciągu znalezieniem całki dla równania różnicz- 
kowego zupełnego rzędu 2-go z trzema zmiennemi. Dajmy 


(16) dz — X da? — ŻY de dy — Z dy? = 0, 
gdzie z jest zmienna zależna, © i y zmienne niezależne. 


Przypuszczając, że równanie (16) jest dokładne, będziemy uważali spół- 
czynniki X, Y, Z jako pewne funkcye zmiennych z i y. spełniające warunki 
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X dY CA MP 


(17) baj. ZOE lod > 


Ponieważ wiemy, że 


więc zapomocą całkowania otrzymamy 


(18) e = (f X der 464 B, 


gdzie A i B oznaczają funkcye dowolne samej zmiennej y. 
Różniczkując (18) względem «, a później względem y, będziemy mieli 


A 3? d dA 
Pda a E s-|. SA 
| 0x dy əx TEL ŻE dy ’ 


skąd wypada 


(19) a= f|- zz dy. 


Ażeby jednak napisana kwadratura była możebną do wykonania, ko- 
niecznym jest warunek 


ə :) = 
czyli 
ƏY 9X 0; 
a TT 


atoli z drugiej strony wiemy, że związek powyższy musi zachodzić, jeżeli 
równanie (16) ma być dokładnem, więc też SSA (19) będzie rzeczy- 
wistą i zupełnie możliwą. 

Dalej różniczkując równanie (18) idiin y, będziemy mieli 


z 0 > tę r dA 
t A e a A 


stąd przy pomocy (19) otrzymamy łatwo 
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= = ,/|*6+=(7- zaj (|) 


Różniczkując ostatnie równanie jeszcze raz względem y, otrzymujemy 


ZEE ZEK 


Za pomocą dwukrotnego całkowania będziemy mieli z powyższego 


»- fj- gf re- sp(frejjrro+e 


gdzie c, c” oznaczają stałe dowolne. 
Ażeby kwadratura ostatnia była możebną do wykonania, koniecznem 
będzie 


Rna 
=|Z - a || X —=(g = ESA) 0, 


czyli widocznie 


28. 88 dą 
ax ye 
co też rzeczywiście ma miejsce wskutek warunków (17). 

Mając teraz wartości na A i B, z równania (18) otrzymamy 


ża Ao -zS X da) dy 


* > A ; 
+ff [2- fx — T z aS) x de | dy? HC; + Czy + 6s 


Ci, Cz, CJ oznaczają stałe dowolne. 

Jestto całka szukana równania dokładnego (16). Mając zaś tę całkę, 
możemy bez trudności przejść do całki równania różniczkowego zupełnego 
rzędu 2-go z czterema zmiennemi i t. d. 

Jeżeli w równaniu (3) spółczynniki X,,, X,; oprócz zmiennych nieza- 
leżnych zawierają także zmienną zależną u, natenczas napisane równanie 
różniczkowe przestaje być dokładnem. W tym przypadku równanie (3) bę- 
dziemy nazywali zupełnem, albo równaniem rzędu 2-go o różniczkach zupeł- 
mych z wielu zmiennemi. Spółczynniki X,,, X,x w omówionym wyżej przy- 
padku nie spełniają warunków (8), niezbędnych dla równania dokładnego, 
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lecz czynią zadość warunkom całkowalności więcej złożonym, aniżeli (8). 
Ponieważ przypuszczamy teraz, że spółczynniki X,,, X, zawierają fun- 
kcyę u, więc zamiast równań (8) będziemy mieli 


(GZ) po 5 X, w |= e), (2) E. (u) 
xx) ( dx; |` \ dzy CZA dci]  U83%% 

nawiasy oznaczają tutaj, że brać należy pochodne zupełne. 3 
Pisząc pierwsze dwa równania w postaci rozwiniętej, otrzymujemy 


Alu DX, W _ OXiy j DX d0 


jk Su dz Ad; du ów,” 


OMX | Xix U Xirs ıı Xry 34, 


EPA du Lr "8%, eu dz; ć 
stąd wypada 
/ (z: — k Z AX; Xis „4 za] >. 
[a BE __ 2% In| ðu Lk xil de __ P 
93% Xis Xex > GDW ES 
w |dw. 
(20) 
(z "A Xr) DX 7 O. p IX; x) SX 
ðu Wolę ôx: | du Er AT; 3 KZ b 
dzy PTR PIMO. e) PT: 
\ 8x dm du 


Ponieważ wiemy dalej, że 


a T RG 
AL; OT; wę RZE OT; ` 


więc z równań (20), w których dla krótkości oznaczymy drugie strony przez 
P,, P,, będziemy mieli zapomocą różniczkowania; 


oP; IP: 
(21) %. +’ w ke T 


Równanie (21) przedstawia nam warunki całkowalności dla spółczynni- 
ków równania (3) w przypadku, gdy to równanie nie jest dokładne. 

Zmieniając wartości wskaźników 4, k od 1 do m, ANR ra 
równań warunkowych (21). 


http://rcin.org.pl 


120 
Dla znalezienia całki równania (3) w przypadku omówionym powyżej 
mamy różniczkę zupełną 


t=n u 
du = a Że, 


dz, 


czyli na zasadzie związków (20) będzie 


(22) du = 2 P; dz. 


ési 


Widoczna, że warunki (21) są jednocześnie warunkami całkowalności 
równania (22), więc też pozostaje nam wiadomemi sposobami znależć całkę 


Y (U Mys Tą 0.5 305) ZZ. 


Ażeby teraz napisać całkę ogólną danego równania różniczkowego rzę- 
du 2-go (3) należy w powyższem dodać wyraz 


t=n 


P> Ci Pi, 
itl 


‘gdzie c, oznaczają stałe dowolne, albowiem wyraz ten przy dwukrotnem 
różniczkowaniu znika. Tym sposobem całką szukaną będzie 


f (zy En. i) HE unta. 


Gdy równanie (3) jest tego rodzaju, że spółczynniki X,,, X,, nie 
sprawdzają ani warunków (8), ani też nie czynią zadość warunkom (21), 
w tym przypadku nie wszystkie z pomiędzy zmiennych 24, zy, ..., 2, będą 
niezależne. Całka równania danego będzie miała kształt 


% EW(B Ze, 2: 05 kg E 0 2): 


gdzie «,, £a, ..., Lm, (m<<n) będą zmienne niezależne, pozostałe zaś zmien- 
NE mti, Lmt2, «. ., Ln będą zależne i związane będą układem równań 


fr (2, Zar +22, Tm, Empi +12 La) =f,, 


(r=1,2,..., nm). 


Od poszczególnych wartości liczby m zależy ilość warunków dla spółczyn- 
ników równania danego. Ażeby nadal uprościć i ułatwić rozumowania zbyt 
zawiłe wogóle, zajmiemy się tylko przypadkiem czterech zmiennych. Przy- 
kład ten dostatecznie wyjaśni myśl zasadniczą. 
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Niech będzie równanie różniczkowe rzędu 2-go 
(23 du +- M1 dzy? + Xoe da? + X33 dz? 
) 
+ 2Xie dx, dæ, + 2X, dz, dr, + 2X da, dz, = 0, 


którego wszystkie spółczynniki X są pewne funkcye wszystkich zmiennych 
iwcale nie sprawdzają warunków (8), ani (21). Całka równania danego 
przedstawia się w kształcie 


u=w (24, Tą, Ty, Cis Cz), 
gdzie zmienne % związane są oprócz tego jednem równaniem 
f (44, Tą, t) = f 


a więc jedna ze zmiennych, naprzykład x, zależy od dwóch pozostałych 
zmiennych 2, i x, wskutek tego będzie 


82 32 
TAE 
du u 


oha o 4- ami a” +2 


33 T day dzą. 


Podstawiając powyższe wartości w równanie (23), otrzymamy 


Du ‘Pue Du 
ama SA” +z SETY dTi IT, 


dzą dzy + Xin da? + Zza dzą? 
dm)? CZA 9 dw Oz, 

+x.) LM day! +- 2 53 se; dz, | + 2%, dz da, 
CZA 

+ 2%, (FE de, + SE da) do, + 2%, (29 dz, ++ 37) dz.) dr, = 0. 


Ponieważ jednak pomiędzy zmiennemi 2, i 2, nie może istnieć żaden 
związek, gdyż zmienne te są zupełnie niezależne, koniecznie więc powyższe 
równanie rozłoży się na następujące: 


22 a 
zzz + žut X (zgi 


z) r i i — 0, 


dwu CZA 


zz + X + Ki (3 =) +2%,, az = 0, 
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OT; I Ar; CZA 
TS b Kia A 57, 3%, Kia 2, + ke = rk 


Jeżeli z równań, napisanych powyżej, zdołamy wyrugować dwie ilości 
u oraz £, otrzymamy natenczas jedno równanie warunkowe dla samych 
spółczynników równania (23) w przypadku, gdy to równanie posiada dwie 
całki. 

P.ozostaje nam jeszcze powiedzieć na tem miejscu słów kilka o układzie 
równań jednoczesnych zupełnych rzędu 2-go. 

Dajmy układ równań różniczkowych zupełnych rzędu 2-go 


i=n (8) (s) 
(24) d?u; = 2 Xis dx? = UA AA dz; dy , 
i=1 i,k 
(8 =1,2,...,%). 


zawierających m zmiennych zależnych tj, tío, .. . „tm, Oraz m zmiennych 
niezależnych £%;, £o, ...,«,. Jeżeli spółczynniki X są pewne funkcye sa- 
mych zmiennych niezależnych £a r,,..., natenczas każde z równań układu 
(24) całkuje się z osobna i niezależnie od pozostałych równań; w tym przy- 
padka układ nie przedstawia nie godnego uwagi. 

Jeżeli zaś spółczynniki X będą funkcyami wszystkich „APRA tak 
niezależnych, jako też zależnych, natenczas równania (24) przedstawią nam 
istotny i rzetelny układ równań, ściśle związanych między sobą. 

Spółczynniki układu powinny spełniać warunki 


(s) (8) (5) 
TE) s (Z) (xi) Xr 


CZ 90; REJ "80; 
czyli 

(8) r=m (s) r=m te) 
ô Xii 2 a a 2.00 4: > Xir Dur 
dEr T p> BU, AV ua: "u, az, * 

r=l rai 

(s) r=m (8) r=m (s) 

X; k 


>. x dw _ Xix OM: BU, 
KM + kal ÓW, Or oA n b» du, x” 


r=i 


Różniczkując każde z powyższych równań względem zmiennych 24, ts,...,24 
i pamiętając, że wogóle będzie 


Vu, tr) (r=1,2,..., M) 
= P4 9 
Lp dtg (P,9=1, 2,- -> +3) 
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otrzymamy w końcn układ równań dla samych pochodnych cząstkowych 
du : i e 
rzędu 1-go D Wyrugowawszy następnie z wspomnianych wyżej równań 


pochodne e , otrzymamy warunki calkowalności dla samych spółczynników 
układu (24). 
Równanie różniczkowe ogólne rzędu 2-go. Niech będzie równanie róż- 
niczkowe 
A dłu + U (du)? + 25 U, dz, du 
i=1 
(25) 
i=n 
+ S Xy de? -- 2 Z Xx da, dzy = 0, 
i=l ik 
gdzie «w oznacza zmienną zależną, 2,, £o, ..., ©, zmienne niezależne, 
A, U, Ui, X,,, Xar oznaczają pewne fankcye wszystkich zmiennych. 
Dajmy całkę równania (25) w kształcie 
(26) f (u, Ti, Tą, +..;y dm Cis lą; +11 Cn) = D. 
Różniczka zupełna funkcyi / będzie 
du), z, du =0. 


aw 


Biorąc jeszcze raz różniczkę zupełną, otrzymamy 


afst MISY zł du) =0, 


E1 


czyli 
se d'u + S (du)? + SN „ du dz, 
ów du? du dz, 
i=l 
(27) I=n 
af c Ez M 
+2 w we HZ S 00: 
i1 í 


Oczywista, spółczynniki równań (25), (27) powinny być proporcyonalne, 
ponieważ / jest całką równania (25), a więc będzie 
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a A, Hi 
Wre a E i 
(28) 
f af 
dr = UM, dki EA "RO UM t, 


gdzie u oznacza czynnik całkujący równania danego. 

Przypuśćmy, że równanie różniczkowe (25) jest dokładne, czyli że u=l, 
natenczas, biorąc pod uwagę znane prawo o porządku różniczkowań, z rów- 
nań (28) otrzymamy bardzo łatwo następujące związki: 


24 _g 3A_y, PA_ łu (_WA__ SK 
6... 8 > * 30P du ” dL dte , Ou ” 


(29) 
ðU; 8U DŻ śle 2X, k DŻ; x La dX; 


Er Di oz,” CZA CZ A CZY CZA 


Są to warunki całkowalności równania dokładnego. W tym przypadku 
drugie z pomiędzy równań (28) daje nam 


ke 28 


uż 
Całkując dwukrotnie ostatnie równanie, będziemy mieli 
(30) xa J | U du? + Bu +- C. 
gdzie B i C oznaczają funkcye dowolne zmiennych £, 25, ..., £n. 
Wspomniane funkcye B oraz © możemy wyznaczyć tak, aby wyraże- 


nie (30) było całką równania (25); w tym celu zróżniczkujmy (30) względem 
zmiennej «, wówczas będzie 


(31) o B=4——, 


gdzie dla krótkości użyliśmy oznaczenia 


(82) . s=|[ U du’. 


„http://rcin.org.pl 


EWNOWO 457 RA 
125 POTOWA AT 


Według założenia B nie może zawierać zmiennej w i rzeczywiście bę- 
dzie mieć miejsce 


9B 94 IR 


w ów du * 
czyli 
94 
e tka: 


Związek ostatni musi zachodzić, jeżeli spełnione są warunki całkowal- 
ności (29). W celu oznaczenia funkcyi © zróżniczkujmy (30) względem 2;, 
wówczas będzie 


af KA su _ 2 3R du 
a Aa + * de, tw, T dy 13%! 


czyli widocznie 


af du 8h 


oh | ðu 
Abak "it Tt + zt (B+% , 


Ja, ” 


stąd na zasadzie równania (31) będziemy mieli wprost 


RL. 
(83) m Sz. „tu z + Z. ] 


Różniczkując równanie (33) jeszcze raz względem æ; otrzymamy 


[4 Bf du PR, PR w 3B | 8:0 
52 du, du' dm, we ! Im; u da, Ta 2 5+ 0x, dw 37 dx? * 


zh IA u _ PR 820 , au 0 R 
DAT ma! * Sa + odj © AU +%| 


Po skróceniu wyrazów podobnych przy pomocy związku (31) z ostat- 
niego równania otrzymujemy 


Pf PR, VB, 8:0 
Ire dei! "duż T mh 
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(34) 


P 126 


Stąd, mając na uwadze wartości B oraz R (31)i (32), będziemy mieli 


20 824 834 3R 
m9" m7 = T 2x7 AR 


Różniczkując następnie równanie (33) względem x, i powtarzając zu- 
pełnie podobne, jak wyżej, rachunki i skrócenia, otrzymamy 


HY R A IR 
(35) ) 


IL; Lk EE Oc; Oxe * xdr Da; OL Bu] 
Wiemy dalej, że różniczką zupełną rzędu 2-go funkcyi C będzie 


dC = 5 żę ter +2 Ż = > da, dzy . 


i=l 


3C. PC 


Podstawiwszy w powyższem wartości na up | E TR (34) i (35), 


otrzymamy równanie 


VR 2A VR 
dO žm po (X, — 71 agb. tza TtT” Gi sy] da; 
i=l 
G9 k A SH 
p2 bA (Xu "= md "| dm,Óx w PIECA zy | der, 
t,k 


którego spółczynniki nie zawierają wcale zmiennej « i czynią zadość warun- 
kom równania dokładnego (8, $ 2); w rzeczy samej, pamiętając, że wyrażenia 


84 BR Z ANDAR = AS 
3a? dm? du oraz OT; OC; dm, Oy AU 


nie mogą zawierać zmiennej u na zasadzie pierwszego z pomiędzy równań 
(29), ponieważ widocznie 


ô VA dR Le 288 BA: 4 E 
ðu ( Ów, Le Ody Ody z) | Q%; Ok ( du Iu? is 
a więc będziemy mieli 
a 6*R 8?4 BR gaju) |= 0 
dw L* dać * (5 — Ix? 8u 
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tudzież 
a PR 324 83R JJ kar | 
du | — OT; Ly A: ( dx, dr: OL Lr ÓW t 
skąd wypada 
Xu _ aA Xx A 
u me?’ u idie 


Są to związki, które według założenia istnieć muszą, jeżeli spółczyn- 
niki równania (25) czynią zadość warunkom (29). Tak więc w równaniu (36) 
spółczynniki nie mogą zawierać zmiennej u, wszystkie wyrazy, zawierające 
wspomnianą zmienną, muszą się wzajemnie znosić. Oprócz tego spółczynni- 
ki równania (36) czynią zadość następującym warunkom: 


ô VR IA R | 
AU; (Xa T RZA OT rx 8%; FZ $ X dxi Ek du 
ə VR VA IR ) 
="; kk "= I 3a 1" orp du 
ô VR 924 * VR ) 
du; | ne Tamidm | dm; dy r dm, Ly dw 
o ô’ h 2A IR | 
oae EEA ( <A AT; CZ) TO OT; At; T “ dxi CET du 3 


Pamiętając, że wyrażenia w nawiasach zawierają u tylko pozornie, 
bardzo łatwo dowieść, że równania powyższe będą zachodzić tożsamościowo 
przy spełnieniu warunków (29). Takim sposobem będziemy mieli równanie 
dokładne (36), które całkować możemy zawsze metodą, wyłożoną szczegó- 
łowo w § 2 i § 3 pracy niniejszej. 

Całką szukaną równania (25) będzie 


f= |f oaet ufa— f udu) Fl, 


gdzie ilość C określa się ściśle równaniem (36), całkowalnem zawsze w przy- 
padkach, roztrząsanych wyżej. 


Jeżeli równanie (25) nie jest dokładnem, natenczas czynnik całkujący 
u nie równa się 1 i wskutek tego będziemy mieli 
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A 
Y 
4 
4 
1 


FP ASKANA A a UAG, WAU ZK 6 R Pd. t E x575 
h e 1:4 E y Ene R g j 


uA du Xii ô’ u A uX, k 


du Y OZ; OC ej du Ą 


ôu U; ôuU UX uX'ı SuXr _ Xa A 
du wert Dt 0. * 08 .. DEF. 


Po wyrugowaniu u otrzymamy z powyższych równań warunki całko- 
walności dla spółczynników, gdy równanie (25) nie jest dokładne. W tym 
celu weźmy z powyższych równań pierwsze, drugie i piąte. 


Ji +u S4 au A = ul, 


JuA Su A du _ 
wk ae n a am EN 


du U, _ uU , æU du 
u 0% "3% dm) 


Z dwóch ostatnich równań można wyrugować zai ; ponieważ z drugie- 


go mamy 

ðu A 
(38) POLNEJ" 

OZ; yU d 
wskutek tego trzecie równanie daje nam 
ðu A 

g9 3a U WU , du U laki zaj 
(89) u 0% du uU ] 


(40) a = to- i); 


z równania (39) wypada łatwo 


8 ôU, 
pU (Dae + zę] TAO Sat U zę, EU zj HUUG 
U 84 3A du ðU du au ðu 
TA au da HU am, dw "4 dw daj 47 ów dy” 
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skąd bez żadnych trudności otrzymamy 


20, IU ðU 9U JA 94 84 94 
ər, A R; 84 80 RGG R 
U zz — Az; 


Zmieniając wskaźnik ¿ na k, będziemy mieli podobne wyrażenie dla 
ŚR. - Dla k będziemy pisali wspomniane równania tak 


CZA 
(41) uoko, Whg 
AŻ; A t3 OT; A uf 
gdzie wogóle będzie 
aU, 8U aU ðU 24 94 9A 94 
AU 2 AT A ża HS 
ra rw 34 3U 
w iE Z 
du 2u 


Stosując teraz prawo o porządku różniczkowań, otrzymamy z (40) i (41) 


21]gm _ algi lgu _ lgu 
dm, Lk IT OT; ’ du Iõrı — x,u ? 


czyli widocznie 


Sitk a- Altta 


(42) 3A EET E 
E aw af mafau _ ə 1 
E rani w b i k (w): 


Atoli z równania (38) widzimy, że 


A ðu 
u T dw dm, 
c" pU i 


czyli na zasadzie (41) będzie 
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(43) z = — 7, 


wskutek tego równania (42) dają nam 


7 z,(a)+ (4— 0 —sg) 3 ei 7a (3) 


(44) Pantra z (2) 


3 U— 5 3 
ApEn ai NA > Maaa S a c dw [= zily du (7) s 


Zmieniając t, k od 1 do n otrzymamy wszystkiego žuto równań 


warunkowych (44). Równania te będą nam przedstawiały szukane warunki 
całkowalności w przypadku, gdy równanie (25) nie jest dokładne. Bez tru- 
dności znaleźć możemy teraz czynnik całkujący u, wiedząc, że 


dlgu= m du+ 2 EE da, , 


czyli przy pomocy związków (40) i (41) będziemy mieli 


1 1 i=n 
(45) dign=G (V— ż)du+ T È Uda. 


Widoczna, że warunki (44) będą jednocześnie warunkami całkowalno- 
ści dla równania (45). Znalazłszy czynnik całkujący u, pomnożymy prze- 
zeń równanie (25) i dalej będziemy postępowali drogą, wyłożoną dla równa- 
nia dokładnego. Grodnem uwagi jest to, że pierwszą całkę równania (25) mo- 
żemy znaleźć, całkując równanie 


WE z (u— 4— z dzy, 


i=1 


które napisaliśmy, mając na uwadze związek (43); atoli w tym przypadku nie 
możemy przejść do całki ogólnej tak, jak czyniliśmy w (22), dodając wyraz 
z c, xi do całki pierwszej, gdyż równanie (25) oprócz różniczki rzędu 2-go 
d?u zawiera także wyrazy, posiadające du oraz (du)*, których w równaniu 
(3) nie ma. 
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Pozostaje nam jeszcze powiedzieć słow kilka o równaniu (25), gdy 
spółczynniki nie czynią zadość ani warunkom (29), ani (44), W tym przy- 
padku istnieje całek więcej, niż jedna A 


fr (u, My, Tą, e eey Dn) = fr. (r=12..-,m), 


z których zapomocą dwukrotnego różniczkowania zupełnego otrzymamy 


t=n | i=n 
of, af, df, i 
36 00 p (o 42 z de dnt Z aes 
i i=l 


(46) 


+35 Pi dedio. 
i, k OT; OC e 


Jeżeli teraz pomnożymy równania (46) odpowiednio przez F, F,,...,F, 
i następnie wszystkie równania dodamy, otrzymamy jedno równanie, którego - 
spółczynniki powinny być proporcyonalne ze spółczynnikami równania (25), 
będzie więc 


F, nN +F, afa +.. pte T e 


2? 2u 


P AHR SBH H Eng = aU, 


au? a du? 


SA 8? Pfa a Dfm i ź 
(47) F, Ju daj" 2 Ju dx, +. «+ 7 Fa Jud, = al;, (=1,2,..., » 


F, dfi Vha 


zb 
dup T Paa ho t Fa Tra 


= ak, 


s e = QX; k 1 


dfi ; dfa 
z AU; Ly AC dli Ly ROA ow, KIE 


(i, k=1,2,...,n). 


Ilości F;, F}, ..., Fm, a są pewne funkcye wszystkich zmiennych. 
Równania (47) przedstawiają nam związki pomiędzy całkami równania 
(25) w przypadku, gdy spółczynniki nie czynią zadość warunkom (29) ani (44). 
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IV. Teorya przyrostków wykładniczych.” 


Jeżeli mamy układ liczb 
G DOC: EEEN 


i jeżeli układ ten tworzy się podług pewnego prawa rachunkowego, to daje 
się pomyśleć dwojakiego rodzaju zależność jednych liczb względem drugich, 
czyli dwa odrębne rachunki. 

Po pierwsze, układ może być utworzony podług prawa różnie 


z, c-|-A, x-}24, 1-34, ..., t--nd,... 
albo też, po drugie, podług prawa potęg 
zr, UDY,..+;MES,:. 


Pierwszemu rodzajowi zależności odpowiada rachunek różnic, gdy A 
jest ilość skończona, rachunek róvniczkowy, gdy A jest nieskończenie mała. 
Drugiemu rodzajowi załeżności odpowiada rachunek przyrostków wykładni- 
czych, gdy T' jest jakakolwiek ilość skończona, oraz rachunek wykładniczko- 
wy; gdy T. nieskończenie zdąża do zera. W rachunku różniczkowym funkcye 


pochodne należą do typu 2 , w rachunku wykładniczkowym pochodne zale- 


żeć będą od wyrażeń typu 1”. 
Następujące rozumowanie okaże, w jaki sposób wspomniane wyżej ra- 
chunki zasadnicze wiążą się pomiędzy sobą. 


*) Théorie des accroissements ecponentielles. 
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Dajmy 


y = f (0) 


) przypuśćmy, że w otrzymuje przyrostek Az, a jednocześnie y zwiększa się 
o Ay, natenczas będzie 


1) y + dy = f (a+-Ao). 
Załóżmy dalej 
(2) £ + Ag = m'ta, y + Ay = yte: 
Poostawiając ostatnie wartości w równanie (1), otrzymamy 
yit = f (a'te). 


Można łatwo dowieść, że a i 8 znikają jednocześnie: w rzeczy samej 
z równań (2) wypada 


Ig (x+4x) = (1--a) . lg z, 
lg (y+Ay) = (1+2) . lg y; 


(3) 


Oprócz tego wiemy, że 
lg (x--Ax) — Iga = A . âx + e ås, 
lg (y+4y) — lg y = B . åy + n . åy, 


gdzie A i B są pewne ilości skończone, e i ņ nieskończenie małe. Mając 
na uwadze ostatnie związki, z równań (3) otrzymamy: 


ti kd  SEJĘŁ. 
lg © 
(4) 
B+n 
=Å Poe m osz mó] 
b y ky 


Widzimy więc, że ilości a i 8 znikają jednocześnie z Ay i Ac. Z rów- 
nań (4) wnioskujemy także, że przyrostki wykładnicze zawsze zastąpić mo- 
żna przyrostkami różnicowemi. Gdyby jednak z powyższego zrobić wniosek, 
że rachunki przyrostków wykładniczych skończonych lub nieskończenie ma- 
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łych są zupełnie zbyteczne, ponieważ zawsze mogą być zastąpione rachunka- 
mi różnic lub różniczek, wniosek taki byłby zbyt powierzchownym i zarzut 
bezzasadnym. Możnaby było z równą słusznością twierdzić, że mnożenie 
jest działaniem zbytecznem, ponieważ zawsze może być zastąpione dodawa- 
niem. Nikt jednak nie będzie dowodził bezużyteczności mnożenia; sądzę 
więc, że rachunku przyrostków wykładniczych lekceważyć nie można. 

Być może, że rachunek wykładniczkowy nie będzie mieć nigdy tak 
wielkiego znaczenia, jak rachunek różniczek; to jednak wątpić nie można, że 
rachunek wykładniczkowy przedstawiać będzie w matematyce znaczne uła- 
twienia i skrócenia dróg rachunkowych, podobnie jak mnożenie skraca dzia- 
łania kolejnych dodawań. Po kilku uwagach wstępnych, powyżej wyłusz- 
czonych, przejdziemy do teoryi przyrostków wykładniczych. 


$ 1. Funkcye jednej zmiennej niezależnej. 


Przyrostkiem wykładniczym funkcyi f (x) nazywamy pewną ilość skoń- 
czoną tego rodzaju, że, nadając jakikolwiek przyrostek 7x wykładnikowi 
zmiennej «x, będziemy także mieli 7/ odpowiedni przyrostek wykładnika 
funkcyi, czyli 


[f (Œ) FV" = f (a+). 
Stąd wypada 


f (xtra) 
f (2) 


(5) U œ)” = 


Tf jestto przyrostek wykładniczy rzędu 1-go funkcyi danej. Tloraz 
napisany po drugiej stronie znaku równości (5), będziemy nazywali miano- 
stanem funkcyjnym *), albo krócej fumkcyałem rzędu 1-go i, dla krótkości, 
oznaczać możemy głoską %,. 

Widzimy więc, że funkcyał otrzymuje się, kładąc w funkcyi danej 
g!+Te zamiast œ i dzieląc przez pierwotny stan funkcyi. 

Biorąc logarytmy po obu stronach w (5), otrzymamy 

_ lgf (wte) — 1gf (z) 
(6) rf EG T 


albo krócej 


*)  Iantifonction ordinaire d'ordre 1-er. 
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lg $, 
lg f (z) 


(6a) TFf-= 


czyli przyrost wykładmiczy rzędu 1-go przedstawia iloraz logarytmu fumkcya- 
łu rzędu I-go przez logarytm funkcyt danej. 


Twierdzenie |. Przyrost wykładniczy rzędu 1-go nie zmienia się wcale, 
gdy zamiast funkcyi f (z) weźmiemy [f (x)]", gdzie e oznacza stałą dowolną. 

W rzeczy samej, robiąc wyżej wymienione podstawienie, będziemy mieli 
równanie (6) w kształcie 


_ c. lg f (£+) — e.lgf (0) 
Mera ETO A 


Widoczna, że ilość c skraca się i nie może wpływać na zmianę 77. 
Jóst rzeczą godną uwagi to, że c może być także dowolna funkcya wykład- 
niczo-peryodyczna 


. c = y (x) = y (xH?) 


i w tym przypadku Tf, jak widzimy, nie ulegnie żadnej zmianie. Kształt 
funkcyj wykładniczo-peryodycznych określimy bliżej na następnych stroni- 
cach, gdy będzie mowa o rachunkach odwrotnych. 

Mając funkcyę f (z) i jej funkcyał rzędu 1-go 


f (Grey 


fæ) " 


otrzymamy fumkcyał rzędu 2-go, kładąc w ostatnim znowu z!+7* na miej- 
sce x i dzieląc przez stan pierwotny, będzie więc 


fleotraj plastry _ (atk ffa) _ 


TERA fe ER = %: 


Będziemy w tym przypadku pisali 


(7a) [/ (a) = , 
skąd wypada 

r ef (7) — 2 H (+72) |-1g f(2) , 
GAY Z Tg f (©) i 
albo krócej 
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lg 2 
Tb TY E SZ 
Ya f= RTO) 
T*f oznacza przyrost wykładniczy rzędu 2-go. Tak więc, przyrostek wy- 
kładniczy rzędu 2-go równa się logarytmowi funkcyału rzędu 2-go, podzielo- 
nemu przez logarytm funkcyt. 


Dalej, kładąc w funkcyale rzędu 2-go znowu «*+"* na miejsce z i dzie- 
ląc przez stan pierwotny, będziemy mieli funkcyał rzędu 3-go: 


f (astre) f (as) f (ditta) f(x) _ f(T). [f (ate: _ g 


"temp" [FEE T eTO 
W tym przypadku piszemy 
[f (WJ = 9, . 
Biorąc logarytmy, otrzymujemy z powyższego : 


„i. 1g f (x0+r2}) >e lg f (x0 +r2}) + 3 lg / (x0+r2 ) Ea lg f (z) 


z* , 
PE ET 
albo krócej 
lg Z 
Ga 
ya s lg / (z) ` 


T3f oznacza przyrost wykładniczy rzędu 3-go. 

Tak więc, przyrostek wykładniczy rzędu 3-go równa się logarytmowi 
funkcyału rzędu 3-go, podzielonemu przez logarytm fumkcyi. 

Podobnie dalej będzie 


wsk f (x0 +r") Ą [f (x0+rzPy]e : f (z) = 
[f (Y = LTE e 7 B,. 


Logarytmując ostatnie równanie, będziemy mieli 


lg f (0+1) —4 lg f(al+T2')+-61gf(x0+770)—41gf (a 75)-Hgf(z) 


PTE Ef (o) 


NG 

Sposób pisania przyrostków wykładniczych jest łatwy, gdyż, jak wi- 
dzimy, współczynniki są te same, które już spotykaliśmy w różnicach rozmai- 
tych rzędów i w znanym wzorze dwumianu Newtona. 
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`- Napiszemy teraz wzór główny i zasadniczy w teoryi przyrostków skoń- 
czonych: 


n azn 


(10) Tps. rf 4 ESR py TYH 


f (20 Fte) — [f (2)] 


n (n—1) (n—2) 
1.2.3 


Wzór ten obejmuje wszystkie definicye przyrostków wykładniczych; 
jakoż, kładąc n==l, otrzymamy 


f tre) = [f (x) t, 
co jest prawdziwem na mocy (5). Kładąc w (10) n=2, będziemy mieli: 
f (+7) = [f (ZEREATY = f (2), [/ (DIETY . [f (TY. 
Po wyrugowaniu z ostatniego równania 


[f (œ), 
przy pomocy (5) otrzymamy 


a RAEE TA) 
[f œ = -yera ’ 


co jest prawdziwe na zasadzie definicyi (7a). Tak samo będzie i dalej przy 
n=3, 4,... Przyjmując takim sposobem, że wzór (10) jest prawdziwym 
dla liczby n, możemy dowieść, że pozostanie prawdziwym i dla n+1. W rze- 
czy samej, według umówionego powyżej prawidła definicyą dla przyrostka 
wykładniczego n+-1 rzędu będzie: 


„If (early FA" DZE 


If GF = faar), [f trer 


If e)" . 
W ostatnim czynniku powyższego wzoru napisaliśmy wykładnik + 1, 
co znaczy, że znak -- wziąć należy, gdy n+1 jest liczba parzysta, znak — 


weźmiemy w przypadku, gdy n+-1 będzie liczba nieparzysta. Po di 4 
waniu z napisanego wyżej równania ilości 


f (et+r"), f(attre""), . 


przy pomocy (10) tudzież równań podobnych, napisanych dla n—1, n—2, 
i t. d., otrzymamy 
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ze) 1 
+1 "+1 —(n-+-1) 4 14r + T+.. +ry) 
[f (0 = late" ). [f(a)] 
(BD (01 zy+ ERED mg." TY 
. [f (0)] 1.2 { 1.2 Pe [f ©)”, 
skąd po łatwem uproszczeniu będzie 
f (ara) 
(A T "Hyt tn fia. aje ry+. +T )- etn. AŚ ry + PS ryh. Ar ea Fi 
= [2 
Wykonawszy w ostatniem wszystkie redukcye, będziemy mieli osta- 
tecznie: 
1an ry + SZ TY+.. pT 


f (+r) = [/(a)] 


Tym sposobem wzór (10) staje się ogólnym i prawdziwym zawsze. 
Wzmiankowany wzór możemy także pisać w kształcie dogodniejszym, biorąc 
logarytmy po obu stronach 


Ig f (al+T8") n 3 imi 
lg f (2) ROW Z 
(11) 
+ „= B) „TY +... Tf... 


Mając wyłożone poprzednio określenia przyrostków wykładniczych roz- 
maitych rzędów, możemy bez wszelkich trudności wyprowadzić następujące 
wzory przyrostków dla funkcyi zasadniczych: 


DO le, „DY ZĄ(KŁY, T° (a) = (Tz):, it. d. 


lg (1+T2) 


2 = 3 = i t. d. 


lg a” (791) 
lg a” 
T? (a7) = gT2+XTs)+8T: — 3 gdTzyteTe | 3 gre — 1, i t. d. 


T (a”) = = gT” a k r? (a”) == g(Tał+2Tz Za 2 grz = 1 z 


l1+rs 
NE OE PERL J. E E T TP 


lg sin x!+Tz 
lg cos z 


DAMĄ lg sin z 
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Gdy mamy a = stałej, natenczas 7a = TIRTS UAG TE =0. 
Dajmy jeszcze > 
Y= fi (z) 


i niech będzie suma algebraiczna: 


w= hn HY Fr: TYm: 


Stosując symbol A do każdego składnika napisanej sumy, będziemy 
mieli 5 


(12) Au = My, + Ay; +... + dY». 
Widzieliśmy powyżej (4), że 


(13) fed, Z 


dalej wiedząc, iż 


otrzymamy z (13) 
Ay =y lg y Ty 4, 


gdzie i oznacza ilość nieskończenie małą. Uwzględniając ostatni związek, 
będziemy mieli z (12) 


ulgu.Tu+i=ylgy Tu +i + ulgu Tutit.. 
+ FH Yn 18 Yn . TYn + i. 
W granicach ilości nieskończenie małe znikną i wskutek tego będzie 


Tu ++... +) 


— Hlg TM Ye IB Ya : Tya +.: -+ YIgY». Tyn 
(W HY FF W): Bu Funt.. -+ Ya) 


Wzór ten przedstawia sposób pisania oraz wartość przyrostka wykła- 
dniczego sumy algebraicznej. 
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Wyprowadzimy poniżej wzór przyrostka wykładniczego iloczynu 
u=y.2ż, 
y =f (z), 2=F(a). 
Dla danego iloczynu będziemy mieli widocznie 
wW+Tw — f (gl+Te) , P (gttTz), 


skąd wypada łatwo 


f (a+r) F (atra) 
A CAN REAC aa 


u" == 
czyli 
u" =yv, gre, 
Logarytmując powyższe równanie, otrzymamy 
Tu .lg u = Ty .lg y+ Te.lgz; 
stąd wypływa 


_ lgy.Ty--lgz. Te 
ROR WY NIEWO 


Jestto wzór przyrostka wykładniczego rzędu 1-go dla iloczynu. Ażeby 
otrzymać przyrostek rzędu 2-go dla danego iloczynu, napiszemy na zasadzie 


przyjętej poprzednio definicyi 


f (zU+7Ta*y A F (20+r2}) y f (æ1+T2) p F (z!tTe) 


WY ZE | e a i 
f (we) E (ehre) f(z). F(@) "' 


czyli 


mi E EEFE) fla) E EN) F (x) 


Stąd widoczna, że 
UT = y” w gr, 
Przechodząc do logarytmów, z ostatniego równania otrzymamy 


Iu . lg u = I’y .lÀg y+ T” .lgz, 
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więc będzie 


__ lgy.Ty--lgz. T%z 
T(82) — 77716 wa) i 


Jestto wzór przyrostka wykładniczego rzędu 2-go dla iloczynu. Pro- 
wadząc dalej rozumowanie tą samą drogą, dojdziemy do wzoru przyrostka 
jakiegokolwiek rzędu 


— lgy.Ty+]gz. T”z 
ME lg (y2) i 


Wzór ten bardzo łatwo daje się uogólnić dla jakiejbądź liczby czyn- 
ników 


T” (y -Ya :-:Yn) = gy, . Ty, tign. Puy T -T 8y. iY Eie h E tig ys . Try» ; 


Dowiedziemy jeszcze wzoru przyrostka wykładniczego rzędu m-go dla 
ilorazu. Przytem przytoczymy dowodzenie ogólne, które można stosować 
bez zmiany tak dla iloczynu, jak i dla ilorazu, tylko, ażeby ułatwić zrozu- 
mienie, dla iloczynu użyliśmy dowodzenia na przypadkach szczególnych. 

Niech będzie dany iloraz 

ŁA 


u = z 
zZ 


gdzie 
y = f (x), z= F (2). 


Równanie, przyjęte za definicyę przyrostka m-go rzędu, będzie 


m (m—1) 
arm £ (TT) [ec f (arra teih $ 
ži EK (al+Te)"y F(gl+Tra" F (x0 +r" MEAN 
14) p 
f (z) aja 
FP (z) à 
Podobnie mamy 
m(m—1) 


yy = f (OHY, [f (Atr n. p adr T... E, 
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d M R- EA E E E 1009 RIP M DY T EPRE i i Ai 
z Fat 4 zi i à A A 4 : ` 
eW 142 UR 


tudzież 


m( m—1) 


47": = A aria TA GI aniani) a t (getta aj] *.., O E 
widzimy więc, że z równania (14) wypada 
ME =y"v : ze, 
Biorąc w ostatnim związku logarytmy, otrzymamy 
Tu.lgu=T"y.lgy—T"z.ligz, 
czyli 3 
PA ZĄB Try.lgy—T"z.lgz| 
da 
W szczególnym przypadku, gdy z = w la stałej, natenczas będzie 


Tey.lgy i 


T™ (ay) = lg (ay) 


$ 2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych. 


Przejdziemy teraz do określenia przyrostków wykładniczych funkcyi 
dwóch zmiennych niezależnych 


f =f(y): 
Jako definicyę przyrostka wykładniczego zupełnego rzędu I-go przyj- 


mujemy równanie 
s 


(15) kd 


f (trze, y1 +T”) h 


f (z, y) : 


za definicyę przyrostka wykładniezego zupełnego rzędu 2-go bierzemy 


| opry_( GTW yty). f (m, y) 
nP a a i ai) 
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i wogóle przyrostkiem wykładniczym zupełnym rzędu m-go będzie 
FET =f (EOFT, yet). [7 (z6+T0"1, ydy” ER 


„rem, pam E... [renh 


W ostatnim czynniku powyższego wzoru będzie wykładnik —- 1, gdy 
m liczba parzysta, przeciwnie, wykładnik — 1 i należy w przypadku 
m nieparzystego. 

Jako następstwo przyjętych określeń przyrostków wykładniczych bę- 
dzie wzór zasadniczy 


n e La 


bra NOE SZ .TY+...+T"J 


f (ara, yato") = [f (y) 


TY + 


Prawdziwości tego wzoru dowodzi się zupełnie tak samo, jak dla funkcyi je- 
dnej zmiennej niezależnej; unikając zbytecznej rozwlekłości, nie będziemy 
po raz drugi powtarzali znanych dowodzeń. 

Przeszedłszy do logarytmów, z ostatniego wzoru otrzymamy 


lg f (zót7a”, yaro") n lal 
lg f (æ, y) PAPIA TORS 


HAHEI "= za „Df+... LP. 


(17) 


Z równania (15) otrzymujemy 


Pr BIES ke d TATAD 
lg f (z, y) 


stąd widoczna, że przyrostek wykładniczy Tf nie ulega żadnej zmianie, gdy 


zamiast f(x,y) weźmiemy [f(x,y)|', gdzie c stała dowolna. W istocie 
będzie w tym Ew 


PRAT a yir — oigf(cy) 
aj elg fl) 


Ułamek, napisany po drugiej stronie powyższej równości, skraca się 
przez c. Ilość c może być także dowolna funkcya wykładniczo-peryodyczna 
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c=y (tre y'+Tv) =y (z, y) > 


i w tym przypadku wzmiankowany ułamek skrócić można przez w. 

Dla odróżnienia od przyrostka wykładniczego zupełnego nazywać bę- 
dziemy przyrostkiem częściowym taki przyrostek wykładniczy, który odpo- 
wiada pewnej tylko zmiennej, podczas gdy wszystkie pozostałe zmienne 
traktujemy, jako ilości stałe, tak naprzykład 


ry. (TOTU 
(18) 179 f(z,y) * 

iw_f (ay ty) 
a9) ro f(z,y) 


Przyrostek częściowy rzędu 2-go, wzięty nasamprzód względem zmien- 
nej z, a później względem y, otrzymamy, jeżeli podstawimy po drugiej stro- 
nie równości (18) y'+7v zamiast y i następnie podzielimy przez stan pierwo- 
tny, będzie więc: 


M qgrtTz, 1-Ty) p zy 
(0) pa = TOY 


Zupełnie takie same wyrażenie otrzymamy z (19), kładąc po drugiej 
stronie znaku równości w*+7e zamiast œ i dzieląc przez stan pierwotny: 


wa _ f (RT ytTy) .[ (ay) 
RT S (wr, y) .f (zy t7y) „ 


Z porównania dwóch ostatnich związków mamy prawo symbolów: 
r wy f =I? nef- 
Pomiędzy przyrostkiem wykładniczym zupełnym i przyrostkami czę- 
ściowemi istnieje związek, który otrzymamy łatwo, mnożąc odpowiedniemi 


stronami równości (18), (19) i (20) 


pa ty tTzy — A Caa 2 2ód 5 


f (Œ, Y) 
Porównywając ostatnie równanie z (15), widzimy, że 
Tal tIS +T ayt _ f” 


, 
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czyli 
(21) Tf=T.f-t PT, f+ T*zy/ - 


Tym sposobem, przyrostek wykładmiczy zupełny równa się sumie trzech 
przyrostków częściowych: przyrostkowi rzędu 1-go względem x, więcej przyro- 
stek rzędu 1-go względem y, więcej przyrostek rzędu 2-go względem z i y. 

Mamy w tem twierdzeniu, równie jak i we wszystkich innych twier- 
dzeniach, zupełne podobieństwo do wzorów różnic. Symbole A zastąpione 
są przez symbole T, wskutek tego treść wzorów jest inna, lecz forma ze- 
wnętrzna pozostaje bez zmiany. Forma zależy tylko od powszechnych praw 
algorytmii i we wszelkich rachunkach nie zmienia się; forma zewnętrzna po- 
zostaje abstrakcyę niezależną, w którą przelewają się ideje rozmaitych ra- 
chunków. 

Ażeby wyśledzić wspomniane podobieństwa dalej, przejdziemy do przy- 
rostków rzędów wyższych, 

Napiszmy następujące przyrostki wykładnicze częściowe rzędów wyż- 
szych: 


"zal _ f (cut y). f(x, Y) 


(22) f = [f wt, y)]? , 
zy” NEJ ac40 y'+7v) , f (z, y) 

eo f Tay .f lay)" 

(20 pe tat). f (a, y) 


If (z, y+») |? 


Dalej, kładąc w (22) y't7v zamiast y we wszystkich wyrazach po dru- 
giej stronie znaku równości i dzieląc przez stan pierwotny, otrzymamy 


o F _ (eH yt . fx, yt). [flat yya. 
UEF, yt]. f F, y) Ty) 


podobnie z (24), kładąc x'+7* zamiast x we wszystkich wyrazach po dru- 
giej stronie znaku równości i następnie dzieląc przez stan pierwotny będzie- 
my mieli 


(26) fe" a f (OAPI Yot) £ f (atre, y) . [f (z, yera ; 
H a . f (z, E f (©, y) 


Nakoniec, kładąc w (25) y'+7v zamiast y we wszystkich wyrazach po 
drugiej stronie znaku równości i dzieląc przez stan pierwotny, otrzymamy: 
10 
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zzyy/ 
(27) f vy 


(GH yw) . f (x, YOH) . [f (are kroje. f (0+2, y) . f(a y) 
T ERE. (CFS yE A e yP Gy) 


Wyrażenie (27) można otrzymać także z (26), kładąc we wszystkich 
wyrazach po drugiej stronie z'+7* zamiast æ i dzieląc przez stan pierwotny. 
Wnioskujemy z tego, że 


Tizzyy f= Tyyzz fi 


Wzór (25) można otrzymać z równości (23), pisząc we wszystkich wy- 
razach po drugiej stronie 2'+7* zamiast œ i następnie dzieląc przez wartość 
pierwotną ułamku; stąd wypada wniosek, że 


Dizzy f= D3zy,z f. 


Podobnie, pisząc w (23) we wszystkich wyrazach y!+7v na miejsce y 
i dzieląc przez pierwotną wartość ułamku, zauważymy, że 


Tasaf =T raf 


it. d. 

Prawo symbołów jest to samo, które wyłożyliśmy w teoryż różnic W roz- 
dziale 1. 

P.odniósłszy do kwadratów równania (28), (25) i (26), dodamy tak 
otrzymane wypadki z równaniami (22), (24) i (27), będzie wówczas 


y maS 2 Pizy tyy HTa zy Dy yad tT myyt 


SE [f (œz, y'+Tvj]2 ; 


Porównywając ostatni związek z (16), widzimy, że 


(28) I f = Dza f F+ 203%, f ++ yy f + Trey fF 2T yya f | Tne f 


Tym sposobem, przyrostek wykładmiczy zupełny rzędu 2-go wyraża się 
za pomocą przyrostków częściowych tak samo, jak różnica zupełna rzędu 2-go 
przez odpowiednie różnice częściowe. Widzimy więc i tutaj, że prawa sym- 
bolów A i 7' niczem nie różnią się, chociaż treść wewnętrzna jest zupełnie 
inna. 
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Podobnie i dalej łatwo otrzymać związek przyrostka wykładniczego zu- 
pełnego rzędu 3-go z przyrostkami częściowemi 


(29) Pf = 1,6 f ++ 8T%0) „ / > 813,2) f +- T f +- 3T46,,f 
+ 6T, „3 f + 374,5 f + 3052, „3 f + 315,0), „0 FE 10), „0 f. 


Dla uniknienia pewnych trudności pisania, nie wyprowadzamy szczegó- 
łowo tego ostatniego wzoru, sądząc, że metoda postępowania jest dostate- 
cznie powyżej objaśnioną i łatwą dla zrozumienia. Na poprzedzających stro- 
nicach mówiliśmy o licznych pedobieństwach rachunku różnie tudzież ra- 
chunku przyrostków wykładniczych. Wspomnieć także trzeba o pewnej 
własności, która nie powtarza się w obu rachunkach i zasługuje na baczną 
uwagę. 

W rachunku różnie mieliśmy 


4(Af)=Aef, A(A3fJ=A,..., A(Af) = A; 


prawo to ma znaczenie drugorzędne, gdyż całą teoryę różnie można wykładać 
na zasadzie umówionych definicyj, nie robiąc najmniejszej wzmianki o tem 
prawie symbolów. Jednak na prawo, wymienione wyżej, od samego począt- 
ku wykładu zwróciliśmy uwagę, ponieważ to daje nam znaczne udogodnienia 
tak w rachunku różnic, jak i w rachunku różniczkowym. 

W rachunku przyrostków wykładniczych podobnego prawa symbolów 


Pf) =TRf 


nie ma wcale, ponieważ symbol J” oznacza zawsze tylko pewien wykładnik 
wielkości, gdy tymczasem symbol A oznacza samą wielkość; więc też nie ma 
nie w tem sprzecznego, że prawo łączenia wielkości nie może być tożsamo- 
ściowem względem praw kojarzenia wykładników pewnych wielkości. 

W dalszym ciągu przejdziemy do funkcyj trzech zmiennych niezale- 
żnych 


F=F(a y; 2). 


Jako określenie przyrostka wykładniczego zupełnego rzędu 1-go przyj- 
mujemy związek: 


F (g'+Tz y'tTy 1+1) 
30 FTF = ĘĄ ŻY, z 
Md F (e, y, z) 
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Za określenie przyrostka wykładniczego zupełnego rzędu 2-go bierzemy 


(31) poz TF (BENT, ERY HG y, 6 
w” [ F(z'tTz, yty, z!+T:)]e - 


Przyrostkiem wykładmiczym zupełnym rzędu 3-go będzie T*F 


== [F (DOHI YOT, za+T3*)]3 TF (©, y, z) 


it. p. 
Następstwem przyjętych definicyj będzie wzór główny 


F (z0+72* j yer», z0 +T") 


nre ED. ppp DAD mp...” r 


1+ 
= [F (x, y, 2)] 
który możemy pisać w postaci dogodniejszej: 


lg F (g0+72", yl+Ty*" , zu+79*) 
lg F (a, y, 2) 


(33) 
=14+n.IP+"OD mp "OG". IF+-...+T"F. 


Ogólna prawdziwość tego wzoru dowodzi się metodą, o której kilka- 
krotnie już wspominaliśmy w pracy niniejszej. Dowodzenia te, jako znane 
i łatwe, pomijamy. 

Z równania (30) zapomocą logarytmowania otrzymujemy 


_ JF (ee yt, se) — lg F (2, y, 2) 


id lg F (x, y, 2) 4 


skąd widoczna, że przyrostek wykładniczy JF nie ulegnie żadnej zmianie 
gdy zamiast F (x, y, z) weźmiemy [F (z, y, z)|”, gdzie c oznacza stałą do- 
wolną. W rzeczy samej będzie 


+ © lg F(z't7, y’ +T, z1+7:) — e lg F (x, y, 2) 


di c lg F (zx, y, 2) 


po skróceniu przez c otrzymamy pierwotną wartość ułamku. Łatwo zauwa- 
żyć, że ilość c może być dowolna fnnkcya wykładniczo-peryodyczna 
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c=y (zi+7e, yty, zt+Te) = y (z, Y, z); 
w tym przypadku wzmiankowany wyżej ułamek skrócić można przez wy. 
Nazywając I, F, T, F, T. F przyrostki wykładnicze częściowe rzędu 
1-go, będziemy mieli 


F (atre, Y, 2) 


Tz? == 
$? o F(z,y,ż) " 
F (a, yt", 2) 
r,F_— 1 
(85) Fr="Fiav,2) 
(36) PEA B. ai 


F (z, y, 2) 


Przyrostki częściowe rzędu 2-go będą miały kształt 17%, F, Ts: F 
TD,,F 


F (arte, yty, z) . F (a, y, 2) 


' Do E U szk 
(37) FT'zy F(w+Tz y, 2) . F (æ, yH", z) ’ 
A ` à F (ate, y. zi+T:) A F (z, Y, z) 
te! „AR , ZS 
(39) Ey F (a'+Fe, y, z). F (x, y, 2'1) ? 
F (x, y'+Tv, gH"). F (z, y, 2) 


CR. P=— 
g De F(z,y'tTy, z). F(z,y,2'+73) " 


Wyrażenie, napisane po drugiej stronie znaku równości (37), otrzymuje 
się z (34), kładąc we wszystkich wyrazach drugiej strony y'+7v zamiast y 
i następnie dzieląc przez wartość pierwotną. Można to samo otrzymać z (35), 
pisząc x'+7» na miejsce æ i dzieląc przez wartość pierwotną; z tego wnio- 
skujemy, że 


TD, FE Dp F. 


_ Wyrażenie, napisane po drugiej stronie znaku równości (38), otrzyma- 
liśmy z (34), kładąc we wszystkich wyrazach drugiej strony 2'+7* zamiast z 


`> i dzieląc przez stan pierwotny całego ułamku. Moglibyśmy takie same wy- 


: 


rażenie otrzymać z (36), napisawszy «'*+77 na miejscu z i podzieliwszy 
przez wartość początkową; stąd wynika 


19, AE = 19,.,-F. 
Podobnym sposobem objaśnia się łatwo, że 


Pir E= PE: 
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Oznaczają c przyrost wykładniczy częściowy rzędu 3-go przez I*,,. F, 
będziemy mieli 


„a (ata, yty, z! FFR) d ET(erkrs Y, z) . F(t, yr+Ty, 2) p F(z, Y, grr) 
Patre y, zt”: , P(a, yHTY, At) F (zttTe, yttTy, z), F(c,y,2) 


Wyrażenie, które widzimy po drugiej stronie powyższego równania, 
otrzymaliśmy z (37), pisząc we wszystkich wyrazach strony drugiej 2*+7* na 
miejscu z i następnie dzieląc przez wartość początkową całego ułamku. Ta- 
kie same wyrażenie można otrzymać z (38), kładąc y't7v zamiast y i dzie- 
ląc przez wartość pierwotną, lub też z (39), jeżeli napiszemy «'+7* na miej- 
sce © i podzielimy przez stan początkowy ułamku. 

Wnioskujemy stąd, że ma miejsce 


I. F=z Ti, P=T,„F=D,,F=... 


Ażeby wyprowadzić związek, istniejący pomiędzy przyrostkami wykła- 
dniczemi częściowemi tudzież przyrostkiem zupełnym, pomnożymy odpowie- 
dniemi stronami równania (34), (35), (36), (37), (38), (39) i (40); natenczas 
będzie: 


py F+T, PT: y PĘDY PTY, i PHT oya F F (x'+1z yttTy, z1+T:) 
F (x, y, z) 


Porównawszy ostatnie równanie z (30), widzimy, że 
(41) IF =I, F 4I, FAT: FT, FH Ta FA p F+- I5,,.P. 


Tak więc, przyrostek wykładniczy zupełny rzędu I-go funkcyi trzech 
zmiennych niezależnych równa się sumie trzech przyrostków częściowych rze- 
du 1-90 względem każdej zmiennej zosobna, więcej suma trzech przyrostków 
rzędu 2-go względem każdej pary zmiennych, więcej przyrostek częściowy rzę- 
du 3-go względem wszystkich zmiennych. 

Podobną, jak powyżej, drogą można wyprowadzić wzór 


| TF = [o PHI, y EA Tw F+-2I%,, F+-2I%,, F- DF 
HAL y FHI), FHI, 2) PHT 0 PFT O F+-2T73, OF 
(42) ? F 6L y FHI y) FHT D FHT 22) FHAD) yF 
F Tryde F+4T4y,:(2) FH p) , FAH yF 
+ 2e e FHT yt) „(2) F. 
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Wzór ten wyraża związek przyrostka wykładniczego zupełnego rzędu 
2-go z przyrostkami częściowemi. „Jakkolwiek dowodzenie tego wzoru jest 
bardzo łatwe, to jednak pisanie wszystkich wzorów częściowych byłoby nie- 
dogodne i zajęłoby zbyt wiele miejsca. Wzory przyrostków wykładniczych 
rzędów wyższych stają się coraz bardziej zawiłe, ograniczymy się więc tylko 
przypadkami, wyłożonemi powyżej. 

Taka sama metoda, którą stosowaliśmy do funkcyj dwóch i trzech 
zmiennych niezależnych, zastosować się daje dalej do funkcyj czterech, pię- 
ciu i wogóle wielu zmiennych niezależnych. Powtarzanie w dalszym ciągu 
tych samych, jak poprzednio, rozumowań, uważamy tutaj za zbyteczne, są- 
dząc, że praca niniejsza na ogólności dowodzeń nic nie straci. 
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V. Rachunek wykładniczkowy.” 


Przejdziemy teraz do rachunku ilości nieskończenie małych, przypusz- 
czając, że we wszystkich wzorach poprzedzającego rozdziału przyrosty wy- 
kładnicze 7' dążą nieskończenie do zera. Będziemy pisali dla odróżnienia 
głoskę y zamiast 7, pamiętając zawsze, że T oznaczało przyrostki skoń- 
czone, gdy tymczasem y oznaczać będzie przyrostki wykładnicze, nieskoń- 
czenie zdążające do zera czyli nieskończenie małe. 


$4. Funkcye jednej zmiennej niezależnej. 


Fumkcyą nadpochodną rzędu 1-go **) nazywamy granicę stosunku przy- 
rostku wykładniczego funkcyi do podobnego przyrostku zmiennej niezależ- 
nej, w miarę tego, gdy przyrostek yx zdąża do zera. 

Będzie więc na zasadzie związku (6a, IV) 


F : lg ð 
1 lim 27 = lin —S A 
© ye " 70. Ig f (a) 
Łatwo zauważyć, że iloraz 
lg $, 


yz 


*) Calcul ezponentiel, 
**) La fonction super-derivee, 
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przedstawia się pod postacią nieoznaczoną Z , gdy yx zdąża do zera. Gra- 


nicę wzmiankowanego ilorazu oznaczymy przez lg U,, tak więc 
lim SA gy. 
yT 
Przeszedłszy od równania (1) do granic, pisać będziemy głoskę g za 
miast głoski y, tym sposobem z (1) otrzymamy 


gf lg U, 


ge wA.: 


gr 
cyałem wykładniczkowym rzędu 1-go*). Widzimy więc, że nadpochodma rzę- 
du 1-go równa się ilorazowi logarytmu funkcyału wykładniczkowego rzędu 1-go 
przez logarytm funkcyi danej. 

Funkcyą nadpochodną rzędu 2-go będzie granica stosunku przyrostka 
wykładniczego rzędu 2-go do kwadratu przyrostka wykładniczego zmiennej 
niezależnej, gdy ten ostatni zdąża do zera. 

Takim sposobem ze związku (7b, IV) wypadnie 

AREE z i LOS lg 9, 
a ię fla)" 


Ponieważ jednak łatwo zauważyć, że stosunek 


lg 2, 0 


yz? o 


zdąża niewątpliwie do granicy oznaczonej, którą nazwiemy lg U, wskutek 
tego mamy 


of EU 
ga = BTO ' 


U, jestto funkcyał wykładniczkowy rzędu 2-go. Tak więc nadpochodma rzę- 
du 2-go równa się logarytmowi funkcyału wykładniczkowego rzędu 2-go, po- 
dzielonemu przez logarytm fumkcyi. 


*) Uantifonction d'ordre 1-er. 
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Funkcyą nadpochodną rzędu 3-go będzie granica stosunku przyrostka 
wykładniczego rzędu 3-go funkcyi danej do sześcianu przyrostka wykładni- 
czego zmiennej niezależnej w miarę tego, gdy ten ostatni zdąża do zera. 

Takim sposobem ze związku (8a, IV) mamy 


: ZO ; TT D 
lim sr dt: lim AETA 
atoli iloraz 
Ig9, _ 0 
6, 0 


` zdąża do granicy oznaczonej, którą nazwiemy lg U, będzie więc 


U, jestto funkcyał wykładmiczkowy rzędu 3-go. 

Metoda naszego postępowania na tych kilku przypadkach szczególnych 
jest, jak się zdaje, w sposób dostateczny objaśnioną. Widzimy, że ma miej- 
sce tutaj zupełna analogia do tego postępowania, jakie przyjęliśmy w okre- 
śleniu pochodnych rozmaitych rzędów. Przyjęte powyżej definicye nadpo- 
chodnych pozwalają nam zawsze znaleść ich wartości dla funkcyi zasadni- 
czych. 


Będziemy mieli na zasadzie wzorów poprzedzającego rozdziału: 


9(e*) _ 


lim EE =1 
ge yE a 


2 2 m m m m 
BS mię ZE E z ją OE 1. 
yT 7 yz 


ga? z ga" 
080 Glom) | |.1.. gilpA |, 
gx yz . lg lg æ Iglgź” ga? | sę 
a” p zr” — 1 
ma = lim = lg z, 
PA _ | gett — Dg j | A 
LE = im ŻEM lgt, 


it. d. 


% http://rcin.org.pl 


> 
OZYRZPER PEREIRA PPE RENT 2. 


NETEM. = a 


155 


W dalszym ciągu, dla łatwiejszego zrozumienia wszystkich zasad ra- 
chunku wykładniczkowego, postaramy się wyłożyć jeszcze raz cały wspo- 
mniany rachunek niezależnie oą przyjętych powyżej definicyj, wypływają- 
cych wprost z teoryi przyrostków wykładniczych skończonych. 

Dla udogodnienia pisać będziemy a zamiast yx, f zamiast yy, y za- 
miast yz it. d. Tym sposobem mając dane 


== f (z), 


przypuszczamy, że wykładnik zmiennej niezależnej otrzymał nieskończenie 
mały przyrostek a. Wiemy, że jednocześnie wykładnik zmiennej zależnej 
otrzyma także pewien przyrostek nieskończenie mały 8, będzie więc 


yte = f (ete) , 
skąd wypada 


o (ats) 
AT NE 


Podnosząc obie strony ostatniego równania do potęgi 4, będziemy 


mieli 


f (aite) |a 
©) - f (2) 


Chociaż a i f znikają jednocześnie, to jednak stosunek tych ilości nie 
znika, bowiem druga strona powyższej równości ma postać nieoznaczoną 1% 
i prawdziwa wartość podobnego wyrażenia nieoznaczonego zawsze może być 
znalezioną. Druga strona w równaniu (2) dąży do granicy oznaczonej je- 


dnocześnie, gdy a zdąża do zera. Stosunek £ nazywamy w granicy funk- 
cyą nadpochodną i piszemy: 


6 p — i [LEJE 


Tee Ra 
Równość ostatnią możemy pisać w kształcie ; 


LSP 14a 
yse”* = lim LE 


f (e) 


a=0 
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GE 
T A 


nazywamy wykładniczkiem*) zmiennej zależnej y tudzież podobnie gx nazy- 
wać będziemy wykładniczkiem zmiennej niezależnej x. 

Widzimy więc, że funkcya nadpochodna jest ilorazem dwóch wykła- 
dmiczków: zmiennej zależnej tudzież niezależnej. 

Funkcya nadpochodna nie zmienia się, jeżeli zamiast f (x) weźmiemy 
[f (æ), gdzie c oznacza stałą dowolną. 

Istotnie, z równania (3) będzie 


Hoy ERA f('+s)fe 


WC 4 (0h f (z) 


Jeżeli obie strony powyższego podniesiemy do potęgi L , zauważymy 


łatwo, że ilość c bez śladu zniknie, wskutek tego nadpochodna > pozo- 


stanie wielkością bez zmiany. Granicę, do której zdąża druga strona (3), 
oznaczmy przez U,, będzie natenczas 


gy 
y” = U. 
Logarytmując ostatnie równanie, otrzymamy 


y nazywamy, jak zwykle, zasadą, zaś wielkość U, będziemy nazywali 
funkcyałem wykładmiczkowym rzędu 1-go. Tak więc, nadpochodna równa 
się logarytmowi funkcyału, podzielonemu przez logarytm zasady. 

Z równania (4) widoczna, że 


*) lezponentielle. 
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czyli, wykładmiczek zmiennej zależnej równa się nadpochodnej, pomnożonej 
przez wykładniczek zmiennej niezależnej. 

Celem rachunku wykładniczkowego jest dla każdej danej funkcyi zna- 
leść jej funkcyał i następnie nadpochodną. 

Zadaniem rachunku odwrotnego będzie szukanie zasady, mając daną 
funkcyę nadpochodną. 

Zastosujemy teoryę wyłożoną do kilku funkcyj zasadniczych. 

Niech będzie dana jakakolwiek potęga 


WZT: 
Nadając nieskończenie małe przyrostki wykładnikom, otrzymamy 
y'+t = glita) , 
skąd wypada 
yê = ae, 
i wskutek tego 


B 


yt = x” = y. 


Widzimy więc, że dla danej potęgi stosunek nieskończenie małych 
Bi a zawsze pozostaje równym jedności, czyli w granicy mieć będziemy: 


ZE = i 
ge 
Będzie więc 
g (e”) = 
ge 
czyli 
g (a") = ga. 


Jeżeli mamy dane a =stałej, natenczas, oczywista, będzie T=, tu- 
dzież ga = 0. 
Nadpochodna, oraz wykładniczek ilości stałej są zerami. 
Niech będzie dany logarytm 
y=lgz, 
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Z równania (3) mamy 


yas = lim [LA Ca 64 58 
lg a=0 


stąd łatwo wypada 
t ” D 
y” = lim (1+a)* = e, 
a=0 


będzie więc 


m lge _ 1 
Igy lglgz ` 


Tym sposobem mamy nadpochodnę logarytmu 


PARA SS 


ge lglgz " 
oraz 
A ca 
g (Ig x) = kks 


Jestto wykładniczek logarytmu. 
Dajmy funkcyę wykładniczą 


g= go. 


Z równania (3) wynika 


gy 1+a 
y” = lim |É | f 
a* a=0 


Ponieważ łatwo znajdujemy 


„El 


=slgz.lga 


a=0 
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gy x 
yo” = e7 lgzlga ` 
skąd przez logarytmowanie otrzymujemy: 


gy _ t©lga.lgz 
ga lg (a7) 


Takim sposobem nadpochodna funkcyi wykładmiczej będzie 


= lg z. 


za = lgx, 
oraz wykładniczek 
g(a) = lga. gt. 
Dalej, niech będzie dana fumkcya trygonometryczna w postaci: 
| y=sin ct; 


równanie (3) będzie miało kształt 


3 1 
y” = lim | ŻE] 
sin z a=0 


Ponieważ wiemy, że 
sin (w'+e) 


7 in z 
lim Saz = 7 cotgzlgz, 


a=v 


wskutek tego otrzymamy 


skąd wypada 


gy _ zeotgwiga 
gx —  lgsinz 


1 
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-o 


Tak więc nadpochodna wstawy jest 


g (sinx) _ z cotg x lg z 


gx lg sinw > 
oraz wykładniczek 
: __ ©cotgzlgu 
g (sin z) = AA T ERY .ge. 
Niech będzie dane 
y=cos T; 
podobnie, jak poprzednio, będzie 
p = jn [s 69]: 
COS £  Ja=o 
Ponieważ wiemy, że 
1 (5 a 
lim —— =— ztgz igr 
mamy więc 
ys ve daj z]lgz 
skąd wypadnie 
gy_ —otęriga 
"ZAMIOTOR LEWE 
Tak więc, nadpochodna dostawy będzie 
gloss) __ olga.tga 
ga ei lg cosg ’ 
oraz wykładniczek 
—_zlgztgg 
g (cos ©) = ons ge. 
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| PWK NEWEST TZ" bę Misz 4 


"A 


DON CO a a WSA | S A=" 


U 4/ EP, 4 r AN a S a a a ae aa a 
zbóż? a a ERIS RA PA: BEZ ETSI: Li 


Zupełnie podobnemi sposobami znajdziemy łatwo 


2x lg x 
g (tg z) = ERETNA „ge, 


2g lg z 


MISE SST sin 2g lg cotg © ` IT, 
_ elgztgz 
g (sec x)= ETN 2 JE, 
A æ lg x cotg x 
SAARE E lg cosec z 


Dajmy jeszcze funkcyę kołową w kształcie: 


y= arc sin z, 


będziemy mieli 
S lim [2e sin arcsin (z140) | 

Y arcsin z Ja=o 
Wiedząc, że 

(Z sin z) 

lim 8 | are sin z NĄ «© lg z 
a V1—a*. are sin z ° 

otrzymamy 


W _ SAY $>. 
ga VISÆ arc sin v lg arc sin s- 


Takim sposobem wykładniczkiem łuku wstawy będzie: 


_zlgz 


V1—x* are sin z . lg arc sin z 


g (are sin z) = . ge. 
11 
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Podobną drogą można znaleźć dla innych funkcyj kołowych: 


g (arc cos z) = UE SBM LK! ———— ga 
VI—z? arc cos æ . lg arc cosx "| 


clgaz 


g (are tg x) = Fa) are tg s lg arc tg 


ET 
E e e R 
g P cote a (IF) arc cotg x lg arc cotg e 
it. p. 
Niech będą dane u i v dwie funkcye ciągłe zmiennej z, tudzież y ich 
iloczyn 
y=«.v, 
u = f (x), v= g (2). 

Oznaczając przez a przyrostek wykładniczy zmiennej niezależnej, oraz 

8 jednoczesny przyrostek wykładnika funkcyi y, będziemy mieli: 


Ą 1 
_[flet).p(ats)]a | 
BT | f (2) . p (z) ? 


przeszedłszy do granic, z powyższego otrzymamy 


R : f (ats) 5 ._ [ p (at*) = 
lim y* = lim | 16 | „lim | PACH A 
czyli widocznie 

EZ) m ge 

YI? = UI? VIF. 


Biorąc logarytmy po obu stronach, będziemy mieli 


IY 


w gw 
rz lg y 36 lg u + 8 lg v. 


Takim sposobem, nadpochodna danego iloczynu będzie 


gu go 
g(w) _ WAR e, Sa z 
ga | Ig (w) ; 
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tudzież wykładniczek iloczynu 


lg u . gu + lg v. gv 
lg (w) ż 


g (w) = 
Jeżeli będzie dany iloczyn trzech czynników 
y=uw.v.w, 


w= f(x)  v=p(2), w =y (2), 


natenczas podobnie, jak powyżej, będzie 


«= [E (zlta) „ p (zlta) . w (xta) (ataya 
HORION ONE 


tudzież w granicy 


1 1 + 
f(a'ts) Je „ [olor Je „.. [y (z'+9) Je 
IO zę Oj Tel tag! STY) 


$ 
lim y* = lim | 


skąd widoczna í 


gy św we | ge 
y97 = uU 09% , wI, 


Logarytmując, z ostatniego równania otrzymamy 


ge ge 
gluvw) _ lg u. ga tige. ga IE w. ga 


ga lg (uv e 


Łatwo zauważyć, że powyższe twierdzenie o nadpochodnej iloczynu 
rozciąga się widocznie na jakąkolwiek liczbę czynników. 
Dajmy jeszcze iloraz dwóch funkcyi 


gdzie 


u =f (x) v = y (2). 
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Będziemy mieli podobnie, jak dla iloczynu, / 
; | 
f(a't3) „= 
A ESE 
CB) dż 4 Cz | 
s. | f 0) | | 


y (©) 


Przechodząc do granic, możemy napisać 


f (c'+s) pap 
R: LE PO Es (©) 
lim ys = 
y Przyj 
lim | "(w 
czyli 
r s 
= 
v9z 


Wziąwszy logarytmy po obu stronach powyższego równania, otrzy- 
mamy 


= uff 
X Igy= „lgu ar gg E 


skąd wypada nadpochodna ilorazu 


ME: yy 
TA TORRT. lg "gz 
ge iv KA 

ig (* 


oraz wykładniczek 


w lg u. gu — lg v. gy. 
TEETE 


d 
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Dla wyprowadzenia nadpochodnej sumy algebraicznej użyjemy metody 
odmiennej od poprzedzającej. Mówiliśmy na początku rozdziału LV, że 


alta = g+ Aa, ył = y H Ady. 
Stąd za pomocą logarytmów otrzymujemy 
lg (1--Axv) — lg x 


lg æ $ 
= 1g (y-+4y) — 1g y 
i lg y j 
czyli 
Ac 
zo 127 203 
L _AY 
8 = yigy . (l +2), 


£1 & Są to ilości nieskończenie małe, znikające jednocześnie z Az i Ay. Po- 
dzieliwszy odpowiednio oba ostatnie równania, otrzymamy 


- PENAJE 1 Pad i 


de sa. «lgz.(i 4-8) 
Jeżeli przejdziemy do granie, natenczas z powyższego będziemy mieli 


(6) dy sy Ylsy 
 . ga „aiga 


Niech będzie dana suma algebraiczna 
Y=y FV t::- TY: 


gdzie y;, Yz, -..,y„ Są pewne funkcye zmiennej niezależnej ». Różniczku- 
jąc powyżej napisaną sumę, otrzymamy 


d d d dyw 
(6) ae ru potu! 


jeżeli zaś do każdego wyrazu w (6) zastosujemy wzór (5), natenczas będzie 
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ylgy gy nigy W y Vlg m „WBW IYn 
alga gs  zlga ` gu AA " oeg gz” 


skąd łatwo wypada nadpochodna sumy 


9 W Ya +--- HY) 


ga 


M 6 U tu Ig y . m ET EE ig y z, 
NE YE: SĘ E ET EA Eaa Fy) © 
tudzież wykładniczek 


- 


gl HY +. -- + Yn) 


— UIN 9h +Y IS Y-9Va +--+ Yrlg yn. Yn -IYn 
(m Fy +. . . F Ya) lg (W; tut.. Fy) i 


Dalej przypuśćmy, że mamy daną funkcyę funkcyi 
y =f (u), 
u = ọ (x). 


Będziemy mieli widocznie 


y+ = f (wn), 
wt = g (xta) 


Stąd wypada 
f (wir) | 
(7) "Tw , 
| 
B 
RRE PA Enae) (ataya f (wt) Ja l 
(8) Y 16). EE f (u) | 


Jeżeli obie strony równania (7) podniesiemy do potęgi L; natenczas 


będzie 


Ez ffr 
T C 


Z 
z 
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Jestto równanie takie same, jak (8), wskutek tego mieć będziemy 


£ R 
7 a 


= yt. 


£ 
a 


y 
Przechodząc do granic, z ostatniego otrzymamy 


dw ~ w 


y” "REŻ yI” A 
więc będzie 


WOS gw 
ge gw gr 


Jeżeli mamy funkcyę złożoną w kształcie 
y = f (w, 
u= pọ (2) z= y (2), 
natenczas podobnie będzie 
yte = f (ur), 
w+ = g (245), 


+ = y (2'+5). 


Będzie także 
KOJ Jr 
e s" - [7% 
flo dy (+  Ffle (2+5]Te _ [ flet) Je 
00 y= [E Fie e o pem. EO Į =P 


Podnosząc obie strony równania (9) do potęgi t 3 L , otrzymamy 


AE 


Luz Jr 
fo : 
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Pó DAL. 


< a f << ERR W. OT = 4 Jesi Wy © Jad MAJA SAŁ ~< 


równanie takie same, jak (10). Wnioskujemy stąd, że 


hg: APP A A 
y? nD a A SE y* 

W granicy będziemy mieli 
gy ge ç g gy 


yw E A U 
więc będzie 


WY gu gz 
ge gw” gz ga” 

Widzimy, że prawidło wykładniczkowania funkcyi złożonej jest zupeł- 
nie podobne do prawidła różniczkowania i jest tak samo łatwe do ogólnego 
dowiedzenia dla wszelkich funkcyj złożonych, jak w rachunku różniczkowym. 

Jako definicyę wykładniczka rzędu 2 go przyjmujemy związek 


(11) y”s = lim Eon l ie lu 


Jeżełi obie strony powyższego równania podniesiemy do potęg 


4 , natenczas będzie 


1 
sy ? = 
83-03 f (z0+a ) R f (z) a 
Ua EA Z e 


a=0 


Chociaż a* dąży nieskończenie do zera, to jednakże druga strona napi- 
sanego równania nie znika, lecz zdąża zawsze do granicy oznaczonej, którą 
łatwo znaleść za pomocą znanych prawideł. Granicę wzmiankowaną będzie- 
my oznaczali głoską U, i nazwiemy fumkcyałem wykładniczkowym rzędu 2-go. 

Tak więc i 


Logarytmując, z ostatniego równania otrzymamy 


(12) Sy _ IU, 


ga? lg y 
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Widzimy, że nadpochodna rzędu 2-go równa się logarytmowi fumkcyału 
rzędu 2-go, podzielonemu przez logarytm zasady. 

Mnożąc obie strony równości (12) przez gz, będziemy mieli wykła- 
dniczek rzędu 2-go w kształcie i i 


. 


gły = lg U; 


lg y 


AT E a 


Zastosujemy powyżej wyłożoną teoryę do funkcyj zasadniczych. 
Dajmy m-tą potęgę 


y = w". 

Równanie (11a) będzie 
gy è = maż 
SE n g"i+ład0* gme f: - 
yI” = lim gemia Aoao , 
czyli 
gry 
yj” = a" = y. 

Takim sposobem mamy 

lx ge 

ga > h 

czyli 

g (am) _ 

BE 1, 
Dalej, niech będzie dany logarytm 

y=le2v. 
Będziemy mieli podobnie, jak powyżej ; 

l M, 1 
PON oś © R 
Jilg gte 2 ar=0 
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~ Ponieważ łatwo zauważyć, że 


lim 8 U+o* + 2 Ig lg z — 2 lg (la) — 2 lg lg z 


= 0, 
a 


a=h 


będzie więc 
stąd wypada 


czyli 


piga) _, 
ga? i 


Dajmy rumkcyę wyktadniczą 
y=a. 
Będziemy mieli 


1 
gy gda)? Poj |< 1 
Ę ua Ę = b, 


BP sgjim | 
y lim (art)? Zo 


Według znanego prawidła będzie 


(+a)? 


lg a” kts 


— 2r 
a? 


3 = (c+x lg x) lgz.lga 


a=0 


czyli 
lg U, = (igz + lg? z) . lg a” 
i wskutek tego 


U, = (a)sz tle — yigz+ lge , 


Widoczna, że 
PY = lg c + lg’ z. 


ga 
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Tak więc mamy 
9* (a*) 2 
p = |gz-+-lg*z 


Dajmy /umkcyę trygonometryczną w postaci 
y=sinz. 


Równanie (11a) będzie 


I sin g+, sin z P 
y’ lim | = {ain t a 7 Ei UAR 


Postępując podług wiadomego prawidła, będziemy mieli 


lg sin zU+8* -+ lg sin x — 2 Jg sin tte 


lg U, = lim P 
|a=0 
czyli 
lg U, lis [d+a) z+ cotg sais — gl+a cotg zt] lg © 
P a=0 
więc będzie 
3 a? lg © | 
lg U, = [= dał 5 + s lg ©. cotg s+ cotg z | lg z. 


Wskutek tego łatwo wypada 


zm z sm KR © |- RAKS CE y RATA $ Sa z. | i 
Weźmy dalej 
y = 008 z. 
Będziemy mieli 


1 
A cos z0+%* . cos CT a 
Yy g = lim ekaine (cos gitaj? Ró = U, . 
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Postępując podobnie, jak poprzednio, piszemy 


lg cost +a + lg cos z — 2 lg cos xit 
| ANRE AE N FE SE | 


lg U, = lim 


a=0 


skąd wypada 


— lg s |(1+a) gto . tg Ota — xit. tg xta] 


lg U, = lim A 


a=0 
Szukaną granicą będzie 
2 2 
lg 0, =— GE — slg? a.tgz—zlgz.tgz 
i wskutek tego mamy 
g’ (cos z) _ «lg © | RZE ę Aż | 
gab T "cos? z lg cos a © lg © +- gy Ig . sin Że + -7 sin 2e . 
Dajmy 
y = tg z. . 


Równanie (11a) będzie 


1 
sy a = 
Sz tg stt. tge]ë _ y. 
EST | g A ea 33 
dalej mamy 
+a)? w e gite 
te U; <= lim lg tg züta -+ lg tg c — Zig tgr À 


a? 


a=0 


lg U, = lim [r0+%* , (1-Ha) cosec Zallta* — gie cosec arte] a j 


Znalazłszy granicę. będziemy mieli z powyższego 


© lg z. cosec 2x 


lg U, = (1 +g z — 2e lg a. cotg Że) 3 


. 
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a s ii i 1d M o E 
Wskutek tego otrzymamy 


x lg x. cosec 2x 


2 (tg 2) L (1 +1g z — 2% lg x . cotg Że) 2 lg tg s 


ga? i 
Podobnie mając 
y = otg T, 


znajdziemy łatwo 


AN, x lgx. cosec Że 
a A Sr G "2 lg cotg z 


Taką samą, jak powyżej, drogą znałeść można nadpochodne rzędu 2-go 
wszystkich innych funkcyi zasadniczych, jako to: sec z, cosee z, arc sin 2, 
arctgoa it.. 

Dalej, weźmy iloczyn dwóch funkcyj 


MEE A 45 
gdzie 
u= f(x) v=o (x). 
ba 


- Równania (11a) będą miały kształt 


, 


rO YEN piet), (alte*) , f (a) |a7 


u ga” sf (ataj)? a=0 


„= z lm [2 p (+). pla) ja kę z 


lp ( (arte o 


Oprócz tego, mamy także dla danego iloczynu 


f (x0) . p (t+) . f(x). p (2) c 


ry 
yI? | lim | 
i Pey pet den 


czyli 


mo. LEHLA „ Eo TE 
y IF = tim | 7 ERY ZE | li | to (ap 
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Widzimy więc, że 


sy aa. We. 
yI” ~ É pI 3 


skąd przez logarytmowanie otrzymujemy 


A fig y = gaz 18 u -i lg v. 


Tym sposobem nadpochodna rzędu 2-go iloczynu będzie 


„gS a 
g (w) _ * gaT UAG s 
gx? lg (w) 


Mnożąc powyższe równanie przez gx? otrzymamy wykładniczek 


lg u. gu +lgv. gw 
lg (w) 


g’ (w) = 


Metoda dowodzenia w niczem nie ulegnie zmianie, jeżeli zamiast dwóch 
czynników weźmiemy trzy, cztery, lub więcej; podobnie będzie 


yz LE gu + lg v. gw -+|- lg w. g*w +... 


2 
700 A0: ig(uvw.. .) 


Uiech będzie dany iloraz dwóch funkcyj 


gdzie 
u = f (z), v = ọ (2). 


Będziemy mieli podobnie, jak w przypadku poprzedzającym 


f (04r) fla) 


W o. o aTr 
y1” = lim pl zj £ (a) , 
bel |.. 


skąd wypada 
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: Ad 
Za m [LE o | p |ES).e2|- 


gz’ 3 
y f (x1ta)}? 49 (0) 
czyli 
gy LONE 
ye = us" rys. 


Logarytmując ostatnie równanie, otrzymamy nadpochodną 


oraz wykładniczek rzędu 2-go 


(= lg u. gu — lg v . g*v 
Jl» Ig (2 i 
e(a) 


Nadpochodną rzędu 2-go sumy algebraicznej wyprowadzimy przy po- 
mocy zasad rachunku różniczkowego. 
Widzieliśmy, że 


ja — ii we (+o) . f (2) DAJ 


fæ 
biorąc logarytmy po obu stronach, będziemy mieli 


Ig f(x¢+) + lg f (x) — 2 Ig f (w'+9) 


a? 


A EE 
gas lg y = lim 
a=0 
Druga strona powyższego jest wyrażeniem dwukrotnie nieoznaczonem; 


postępując podług prawideł, o których była mowa w rozdziale II, znajdziemy 
łatwo 


gy _ 2g’ z fie). "apele z faf) + elga fE) e) — gefa 


gaT [f Œœ) lg f (z) 
albo krócej 
aday TY + z (pody yya mig: z (gy) 
ij © dai 5 äs da 
ga y lg y ; 
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atoli wiemy, że 


dy_ vigy w 
dz DARU „GE 


Uwzględniwszy ostatni związek. z poprzedzającego otrzymamy 


gwi igi JY gy 
Gy VISY zs” ” ylgylg 7 —ylsy „tyły ZH 


daż E a? SI Z 


Jeżeli więc mamy daną sumę algebraiczną 


Yzy + yY F., 


gdzie wszystkie ilości y, są pewne funkcye zmiennej niezależnej, natenczas 
będzie 


dy _ a dy, 
za = TG: 


Wskutek tego będziemy również mieli : 


| 2 
"A uigylga © vigy % + y1g'y (#) 
2 
= y lg n T — u lg y NE — m gu 7 + w leży, tn) 
4 
talgute — m lg lg W: — y, 1g y,” M y ièn mej 
+ . . . . n w 2 x pi s 


2 
stąd otrzymać możemy c ROSA , Wyrugowawszy przedtem 
9. + Ya +: - -) 
ga 
Jednak wzór ostateczny będzie dość złożony i wskutek tego ograniczy- 


my się tylko przypadkiem dwóch składników. 
Gdy suma ma postać najprostszą: 


u Y= Yi F H, 
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natenczas z poprzedzającego wzoru, po dokonaniu wszystkich uproszczeń, 
otrzymamy nadpochodną rzędu 2-go danej sumy: 


g? (Y1 + Y2) 
ga? 


ZYTA TW ty ya) 18 Va nu (sv. — -igy ze) 
RA (n + Ya)" 1g (Yı + Yə) 


Jako określenie nadpochodnej rzędu 3-go mamy równość 


x IE), e.g 
SSE UM | 4f (z+s")y? i sf (zrtrojy2 Jo 
czyli 
sy - / (xita) $ if (xta) <r 
y1!” = lim zzz | = Uz 


{f (a0+9*)ys . f (x) 


Granicę, do której dąży druga strona powyższego równania, nazywamy 
fumkcyałem wykładmiczkowym rzędu 3-go i oznaczamy głoską U,. Przecho- 
dząc do logarytmów, z ostatniego będziemy mieli 


dy _ U: 
ga? lgy ` 


Tak więc, nadpochodna rzędu 3-go równa się logarytmowi funkcyału 
rzędu 3-go, podzielonenu przez logarytm zasady. 
Wykładniczek rzędu 3-go będzie 


Stosując metodę podobną, jaką wyłożyliśmy na stronicach poprzedza- 
jących dla nadpochodnych rzędu 1-go i 2-go, znajdziemy 


g* (ww) _ 
ges = 
g* dg z) _ 
1 gx? TF 
: 12 
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3 w 
W. = Ig z -3 lg? © +- Ig" z, 

ge 

itg, 
Wogóle, jako definicyę nadpochodnej rzędu n-go, będziemy mieli rów- 
ność : 
AE g”y n(n—1) 


1.2 


yo" = lim f (zt+%0*) > [flat] If (20ta -3)] 


n(n—1)(n—2) 
fee O. fa. 

W ostatnim czynniku piszemy wykładnik + 1, rozumiejąc przez to, że 
znak -- należy brać w przypadku m parzystego i znak — bierzemy, gdy n 
liczba nieparzysta. 

Granicę, do której dąży druga strona napisanej powyżej równości, na- 
zywamy funkcyałem wykładmiczkowym rzędu n-go i oznaczać będziemy gło- 
ską U„. Takim sposobem mamy 


g'y _ lg Un 


ga” ligy ’ 


Nadpochodma rzędu n-go równa się logarytmowi funkcyału rzędu n-go, 
podzielonemu przez logarytm zasady. 
Wykładniczkiem rzędu n-go będzie 


" lg Un n 
g*y = lg y . Jx”. 
Gdy mamy dany zloczyn 
y=wv, 


gdzie 
| u=f(e) i v=ọ (2), 
natenczas na zasadzie przyjętej definicyi będzie 


gy 


yoz" = lim f (al+*”) . p (x0 +a”) , [f 0+") .p (aato"ly]" 


n(n—=1) 


for") pfatwj E .. FO).9Q0)] s ! 
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podobnie 


n(n—1) 


gy 


use" = lim f (2+) . [f (ztt0*7)]-, [f (zata"3)] WAŻ: ro ; 


n(n—1) 


a n—i 24 13 uż, 
var” = lim p (204), [p (26+97-5)]-». [p(atteś] FO pE. 


Z porównania trzech, wyżej napisanych, równości łatwo zauważyć, że 


gy ge me 
y= tw” urz”, 
skąd wypada 
g'v i 
g” (uv) gaz | eutr: kb 


ge" T lg (w) 


Jestto nadpochodna rzędu n-go iloczynu. 
Sposób dowodzenia pozostaje zupełnie taki sam dla ilorazu 


r (> | gee (M z 15 v 
am i 
j s coal) | 


Mnożąc przez gz”, otrzymamy z powyższych wzorów wykładniczki. 
W szczególnym przypadku, gdy jeden czynnik iloczynu jest stałym 


i 


4:48 4, 
natenczas będzie wzór prostszy 
«w 
gł _ a 
ge” lg (au) ` 


W rozdziale IV wyprowadziliśmy wzór główny (11) w kształcie 


lg erenn i Wi rta rf 4 n (n— ar za PERA 


„+I"f, 
gdzie głoską I' oznaczyliśmy przyrostki wykładnicze skończone. 
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W rachunku nieskończenie małych zrobimy w powyższym wzorze za- 
miany widoczne: 


i gf R 
Tf przez = yes, T*f przez m a ea , 


ENNS a a. TW" "WE waw" 


T*f przez sT w --e it d 
p gx’ 7 3 4029 
gdzie £, £2, ;,... dążą do zer jednocześnie z 5. 


Będziemy tedy mieli 


19 Alaski SDE If n(n—1) gf „a 
lg f (©) R gz b odj ga? 77 


na) (0-0 gy y 
WST 827 10 


n (nl n (n—1) (n—2) AE" ] 
aimi aE TRE E GB 


ob |ne, KARN 4 + 1.23 


Dając w ostatnim wzorze 


7 hI” 
ye =—, n=w, wiedząc, że (1 + <) =, 


n=co 


i zebrawszy nieograniczenie wielką liczbę składników nieskończenie małych 
s: w jeden wyraz R, otrzymamy wzór, przedstawiający zupełną analogię do 
twierdzenia Taylora 


lg f (x) gf h? gf h3 gf 
14 * gło Pf m 
p kaj TA RKA ga F 1.2.8 = Jur 


gdzie % może być albo ilością stałą lub też jakąkolwiek nową ilością zmienną. 
R oznacza tutaj resztę powyższego szeregu i może być albo zerem, albo 
wielkością skończoną, albo też oo. Dla prawdziwości wzoru (14) koniecznem 
i wystarczającem jest, ażeby szereg był zbieżny, tudzież R=0. Można 
jeszcze napisać wzór analogiczny z szeregiem Taylora, w postaci danej przez 
Maclaurina; należy tylko w (14) z zastąpić przez pewną ilość a, tudzież h 
przez z, będziemy wówczas mieli 
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ig f (a°) Pf 
lg f (a) nti Po y ER 1.2 \ ga? Ja 


rait 


(15) 


g* k 
gdzie (a | oznacza, że nasamprzód trzeba znaleść (7) i potem dopiero za- 


stąpić x przez a; bardzo dogodnem będzie, jeżeli weźmiemy a=e, rozumie- 
jąc przez e zasadę logarytmów naturalnych. 

Wypada nam tutaj powtórzyć to samo, co i powyżej, że dla prawdziwo- 
ści wzoru (15) konieczną i wystarczającą cechą będzie zbieżność szeregu nie- 
skończonego, oraz dążenie K do zera. 

Widzimy. że rachunek wykładniczkowy wprowadza w analizę matema- 
tyczną szeregi potęgowe, odmienne od tych, które napotykamy w rachunku 
różniczkowym. Gdyby rachunek w pewnem danem zagadnieniu naprowa- 
dził nas na szereg zbieżny takiego kształtu, jak napisany po drugiej stronie 
(15), natenczas z zupełną słusznością możemy szereg zsumować, pisząc Zza- 
miast niego granicę w kształcie, który widzimy po pierwszej stronie (15). 

Szereg (15) możemy także przedstawić w postaci iloczynu nieskończo- 
nego, wiedząc, że 


L»tAREAA yi 
ge lgf (2) 
i przypuszczając, że stosujemy nasz wzór do funkcyj, dla których wiemy, iż 
reszta # = 0. 
W omówionym przypadku wzór (15) można napisać tak: 


ig fl) =1+ elg W). + FZ ie Ga + rzzIE (WA +. - 
czyli 
(16) f (a) = e. (V,) (UT? . (US... 


Przez U, oznaczamy funkcyały wykładniczkowe rozmaitych rzędów; 
prawidło znalezienia wspomnianych funkcyałów jest nam wiadome dla wszel- 
kich funkcyj f, na zasadzie teoryi, wyłożonej w niniejszym rozdziale. Je- 
żeli w funkcyale U, na miejsce z napiszemy a, natenczas będziemy używać 
oznaczenia (U;),. 


Dalej. kładac w (16) 


e =Z, 
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będziemy mieli 
f (a) = e.(U,)E*. (uje Bi 


Nakoniec przyjmując w ostatnim związku 


=y, a=è, 


otrzymamy 
i 4 
f(y) =ê. (U,)!'s!ev A (Dy ż ED I (uj y 


Jestto rozkład danej funkcyi ciągłej / (y) na iloczyn nieskończony ; 
ażeby wzór był prawdziwy trzeba koniecznie, by iloczyn ten był zbieżny. 

Tak więc, rachunek wykładniczkowy prowadzi bezpośrednio do roz- 
kładu wszelkiej funkcyi ciągłej jednej zmiennej niezależnej na iloczyn nie- 
skończony, podobnie jak rachunek różniczkowy prowadzi do rozkładu danej 
funkcyi na sumę nieskończoną. 

W celu znalezienia przybliżonej wartości reszty Æ będziemy rozumo- 
wali w następujący sposób. Dajmy na to, że wzór (14) jest prawdziwy i że 
tym sposobem możemy szereg rozciągnąć na upodobaną liczbę wyrazów; tak 
naprzykład, po za wyrazem n- 1-ym napiszemy nową seryę +1 wyrazów. 
W tym przypadku pod resztą R rozumieć możemy taką część szeregu (14) 


ht grey het gytef 


1.34 .. (nl) gat 1.2...(n-+-1) (n--2) gF? 


i 


16a 
( ) hert nT. 


u 1.2...(2n—1) Zm (Żn+-1) gH " 


która jest napisana po za wyrazem, zawierającym n-tą nadpochodną. 


Znaleźc wartość Æ będzie równoznacznem z sumowaniem szeregu (16a) 
w założeniu, że liczba n rośnie nieograniczenie. Nie znając kształtu fun- 
keyi f, możemy sumować szereg (16a) tylko z pewnem przybliżeniem. 
W tym celu napiszemy 


Ra refy ho gf + 
4.2...(n--I) gasi nF? ga"te |" 


R = 
(16b) 
heti © zy 


ko (n--2) (n-|-3) ...(2n--1) gxt 
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Przypuśćmy, że m przedstawia liczbę ograniczoną, Wiemy, że suma 
w nawiasie po prawej stronie równości (16b) nie ulegnie żadnej zgoła zmia- 
nie, gdy zamiast każdego ze składników weźmiemy pewną wartość przeciętną 
czyli średnią G, będzie wówczas 


BBY 2 ŻE (n+) G 
- 41.2...(n--1) REWA 


Z drugiej jednak strony, ponieważ szereg ma być prawdziwym dla 
wszelkich wartości n, widzimy, iż przy n, rosnącem nieograniczenie suma, 
napisana w nawiasach (16b), będzie zdążała do pierwszego tylko wyrazu 

n--1 ) 
L, wszystkie zaś pozostałe składniki przy skończonych wartościach 
p 
dla h tudzież dla nadpochodnych LL będą się zmniejszały. 

To nas naprowadza na wniosek, że średnia wartość, którą oznaczyliśmy 
przez G powinna być zależną od n-|-1-ej nadpochodnej dla pewnej pośre- 
dniej wartości zmiennej; wskutek tego domniemać możemy, że 


iSi PYT (x8%) 
pic 
gdzie -+ 12-60>—1. Takim sposobem w równości (16b) nadpochodne 

n+l n+2żf 
i Sf ; Li ,... mogą rosnąć lub maleć, wszystkie jednak wyrazy za- 
stąpić możemy powyższą wartością pośrednią, nie wychodząc po za granice 
całej sumy, będzie tedy 


h” +1 JEEN (g9 ) 


= 1.2... o gal 


Dla objaśnienia weźmy, naprzykład, jakąkolwiek potęgę 
f y) = y". 
Widzieliśmy, że w tym przypadku nadpochodne wszystkich rzędów by- 
ły równe jednościom, czyli funkcyały były równe znowu tej samej danej potę- 


dze. Wskutek tego iloczyn nieskończony będzie miał kształt 


m m 
gl? „3 e" (lg y) g'.2.34 


m 
TĘ 1e* (lg y) 


1g* 
y” ==e,e"leley, e AA VA 
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Dla logarytmu iloczyn nieskończony nie istnieje, gdyż w tym przypad- 
ku wzór (15) da nam 


L.A EC E E EG 


lg lg a lglga ` 
co jest widoczną tożsamością. 
Dla funkcyi wykładniczej 
fu) =e* 
łatwo zauważyć, że 
(Ux) = e, (K=1,2,3,.. .). 


na zasadzie wzoru (16), przyjmując e” =y, a =e, będzie 


1 
- lg*y 


3 z > 
IB'y „ ę1.2.3:4 


1 1 
—— lg? —- 
wzor alky | e "GT T 


Z ostatniego związku widoczna 


= l 2 l $ Sad AW. 4 
Aata anaia mE A aAa VE H a AAE PE E A Gaa Ai aA 


Szereg ten jest dobrze znany i z rachunku różniczkowego, możnaby 
więc zrobić zarzut, że te szeregi, które spotykamy w rachunku wykładnicz- 
kowym, nie nowego nie przedstawiają i ostatecznie prowadzą do związków 
skądinąd już znanych. Sądzę, że zarzut taki byłby oparty na szczególnych 
przypadkach i byłby niesłuszny. 


Wybraliśmy przykłady najprostsze i otrzymaliśmy związki znane z za- 
sad rachunku różniczkowego, lecz gdyby funkcya była więcej złożona lub 
gdyby dana była funkcya trygonometryczna, albo kołowa, natenczas iłoczyn 
nieskończony byłby w postaci bardziej złożonej i nieznanej z zasad rachunku 
różniczkowego. Ta zgodność wyników, otrzymanych powyżej zapomocą 
rachunku wykładniczkowego z tem, co wiadomem już było z zasad rachunku 
różniczkowego, przedstawia rzetelny sprawdzian, okazujący, że cała teorya 
i te określenia, które daliśmy w rachunku wykładniczkowym, są dobre i zu” 
pełnie zgodne z istotą rzeczy. 
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$ 2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych. 
Możemy z łatwością rozszerzyć całkowitą teoryę rachunku wykładnicz- 


kowego, stosując ją do funkcyi wielu zmiennych niezależnych. 
Niech będzie dana funkcya dwóch zmiennych 


z =/ (£, Y), 
piszemy natenczas 
3 y (ætta, y1+8) 
t7 2: = lim f = 7 
po f (z, y) 
|la=0,8=0 
oznaczając przez gz wykładniczok zupełny. , 


Oprócz tego, zgodnie z teoryą, wyłożoną w $ 1 niniejszego rozdziału, 
ustanowimy następujące związki dla wykładniczków częściowych. 


22-98 R finte y) - 
(8 zali 
W e f(0ry'+7) 
(19) zy! == lim e 
p= 


Takim sposobem, = oznaczać będzie nadpochodną, wziętą tylko wzglę- 


dem « tak, jakby y było ilością stałą: 7 będzie oznaczało nadpochodną 
względem samej zmiennej y. Przy pomocy wzmiankowanych oznaczeń wykła- 


dniczki częściowe piszemy w kształcie 


g gz 
-— Ir, — . JY, 
ga g gy gy 
lub krócej 
Jaź, Jy 2: 


Wykładniczek częściowy rzędu 2-go, wzięty nasamprzód względem ilo- 
ści x, a potem względem y, otrzymamy z (18), kładąc po drugiej stronie y'+* 
zamiast y i następnie dzieląc tak otrzymane wyrażenie przez wartość pier- 
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pann UA f (ate, y!+) X f iælts, w] s 
PU; GB)" „Pl, M)” e, 


Zamiast wykładniczka częściowego w kształcie 


2 


gz 
9% gy 


JE 9Y, 


można krócej pisać 


izy Z. 


Będziemy używali obydwóch sposobów pisania. Związek (20) można 
także otrzymać z (19), kładąc po drugiej stronie «!+* zamiast z i następnie 
dzieląc przez wartość pierwotną, będzie wówczas 


g’: 


r Aż h fin O a (ui, y!+5) | f (a, yite) 
f (a'+, 4 y) f ta, y) a=0, B=0. 


Wypada więc z tego, że 
Paryż = Jya; 
stad mamy widocznie 


gz $e gz 
ge gy gy ge” 


Jestto prawo, dotyczące porządku kolejnych wykładniczkowań. 
Mnożąc odpowiedniemi stronami równości (18), (19) i (20), otrzymamy 


ai Z gy + 2 =” 92 gy SOA f (att, yt+8) 
f (æ, y) 
a=0, ĝ=0 


Porównawszy ostatnie równanie z (17), będziemy mieli 


g: 
L ogg E * k 
p” Er Io Fi gy g: 
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2 
Ponieważ jednak wyraz $ 4 5 gz gy oznacza nieskończenie małą rzę- 


du 2-go, więc z powyższego będzie niewątpliwie 


Zy 


(21) g= go ga Ay”, 


Wzór ten przedstawia wartość wykładniczka zupełnego rzędu 1-go funkcyi 
dwóch zmiennych niezależnych i, jak widzimy, ma tutaj miejsce zupełna ana- 
logia do wzoru różniczki zupełnej. . 

Ten sam wzór moglibyśmy jeszcze otrzymać z wzoru (21, IV), pisząc 


(21a) pa z re vÍ Ty + pal Te. Ty. 


Jeżeli przejdziemy do granic, natenczas z ostatniego będzie 


s=% ge + y. 


Ostatni wyraz (2la) znika, jako nieskończenie mała rzędu wyższego. 

Tą metodą wyprowadzaliśmy wzory różniczek zupełnych; tej samej dro- 
gi moglibyśmy trzymać się we wszystkich naszych rozumowaniach, dotyczą- 
cych zasad rachunku wykładniczkowego. 

Z teoryi, wyłożonej na poprzedzającej stronicy, wypadają następujące 
związki dla nadpochodnych : 


1 

s: p -= 

TAREN bz]: 
3 = lm |, 


1 


m = lim us a 8 
f (z, yY) B=v : 


Fn [m [£6 Get). [log | S 
f (+a, y) -f (x, yt) da0 zo 
W pierwszej granicy, z pomiędzy wyżej napisanych, uważamy y, jako 
ilość stałą; w drugiej granicy uważamy z, jako stałą. w trzeciej szukamy na- 
samprzód granicy względem a tak, jak gdyby 8 było ilością stałą, później 
dopiero szukamy granicy po raz drugi względem f. Postępowanie takie 
objaśnimy na przykładzie. 
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Niech będzie dane 


z = sin (c+-y), 


z 1 
sin (ælta + y' +5) . sin (ry) [e -y 


WE 
ge = lim |RRTy mie a=0, 0 


Trzeba znaleźć granicę 


lìg U 


aß 


= lim 


a=0 
B= 


Uważając 8 jako stałą, znajdziemy nasamprzód granicę względem a 
æ lg x cotg (rpy' +7) — x lg © cotg (c-+y) 


B= 


Granica względem 8 będzie 


U zylgsigy 


lg sin’ (7: ++) 


wskutek tego mamy 


g xy lg z igy 
ga gy sin? (r+-v) . 
z e 


= 4 


czyli 


H RE PRN cy Ig æ lg y 
ge gy sin? (r+y) . lg sin (r+y) ` 


Wykładniczek zupełny danej funkcyi będzie miał kształt 
A> ii lg v cotg (@+y) y lg y cotg (wy) 
ye lIgsn (w+) 7 R Igsn(e+y) 7 


http: llrcin. org. pl 


i 
A LAY 7 - . meak a 4 m" 
1 jaa 2J 7) 7 n at a AA gn" SA YE CYP AE KW Z ro) „aka OEA Jar WAJE” 


ba hi k>: PA WZI. g > "3785 Wood Ez W WA We" | 
I ET E I Li T ŚW VE Ar "GE PRAGA E E KK 
: Å" 3 i P T A ~ a f 


189 CZ 1 


Ażeby wyprowadzić wzór wykładniczka zupełnego rzędu 2-go napisze- 
my następujące związki 


sA Pat a LD D 
(22) f i (f (ita, y)]* AB 


Iry? MF f (ate, y'+6) f (z, y) 
(23) zZ = lim f (ate, y) ; [ (a, y"F5) , 
a=0, 8=0 
(24) Sof a lim LEST a y) 


I (a, y TAR | 
8—0 


Następnie, kładąc w (22) y't* zamiast y we wszystkich wyrazach po 
drugiej stronie znaku równości i dzieląc przez wartość pierwotną, otrzyma- 
my wyrażenie, które według przyjętych określeń oznaczymy przez 


3 z 
 z,z,y 


będzie więc 


f (at, yt), f (a, y+). Hf (arte, y 


(205) znał — jim — z 
(Z (zka y+ó]> . flat", y). f (z, y) 


Podobnie z (24), pisząc r!+* zamiast z we wszystkich wyrazach po 
drugiej stronie znaku równości i potem dzieląc przez wartość początkową, 
będziemy mieli 


(26) Frał ją LEOTE RTE TA. V æ, yP 
t/ (ats, yA}. f (a, y+) . f (z, y) 


Nakoniec, kładąc w (25) y'** zamiast y we wszystkich wyrazach 
z drugiej strony znaku równości i podzieliwszy potem przez wartość począt- 
kową, otrzymamy 


Szzyg? 
z 


(27) 
faita yat). f(x, yate), (fate yH . fat y). f (zy) 


AA RE ROEE BA. ER AE OPR SMERA EUSE 
E Pe EE. EE p HA (att gdy? | 


sz | 
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Drugą stronę równania (27) możnaby było otrzymać z (26), pisząc we 


wszystkich wyrazach «x'** zamiast æ i dzieląc przez wartość pierwotną. 
Stąd łatwo wyprowadzamy wniosek, że 


g'rzyy 2 = Pyyzz2 
czyli pisząc szczegółowo, będzie 


g*z 
ga gy” 


T PEEN FAs 


l 


Stąd widoczna, że 


PZN GYŁŚ 


de gyż gy? gaż 


Tak samo, drugą stronę w (25) można otrzymać z (23) kładąc we wszy- 
stkich wyrazach æ!+° zamiast æ i następnie dzieląc przez całą wartość po- 
czątkową; wypada więc z tego 


3 i4 
Waay Z = Pzyz z, 


czyli będzie także 


EAMT W 
JE? gy JE gy ga” 


Podobnie, jeżeli w (23) we wszystkich wyrazach po drugiej stronie na- 
piszemy y'+? na miejscu y i podzielimy przez wartość początkową, naten- 
czas zauważymy, że 


| Hayy ipaa “yya Z. 
Stąd wypływa 


g* z g* z 


gE gY gy -ge 


it. p. A 

Widzimy więc, że prawo o porządku kolejnych wykładniczkowań zga- 
dza się zupełnie z odpowiednim prawem symbolów, które mieliśmy w rachun- 
ku różniczkowym. Jednakże pamiętać trzeba bacznie, że znaczenie symbo- 
lów g jest całkiem inne, aniżeli d w rachunku różniczkowym, oraz, że nie 
może mieć miejsca prawo 
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g zA SLE 
gy" ga" gz’ gy: 


którce jest zawsze prawdziwem dla symbolów d, w rachunku różniczkowym. 

Podniósłszy do kwadratów równania (23), (25) i (26) i dodawszy otrzy- 
mane wypadki do odpowiednich stron równań (22), (24) i (27), spostrzeżemy 
łatwo, że” 


Paa HA ny tH Sy ES ra EW yya FI nayg 
< 


— jn LEHA y) fey) 
{f (ata, ydy: 


au 
f=v 


Jeżeli przyjmiemy, jako definicyę wykładmiczka zupełnego rzędu 2-go, 
związek: ; 
f (20t, y+) A f (£, y) 
sf (ata, y’ tA}? 


z: = lim i 


a=0, 8=0 
natenczas z porównania dwóch ostatnich związków wypadnie 

głz = gł, z F Yay 2 + gz; 
nieskończenie małe rzędu wyższego ponad 2-gi muszą być opuszczane, zgo- 


dnie z teoryą ilości nieskończenie małych, wyłożoną na początku rozdziału IT. 
Pisząc bardziej szczegółowo, z ostatniego otrzymamy 


2 2 2 
(28) gie = aa 0-90. a - OW”. 


Jestto wartość wykładniczka zupełnego rzędu 2-go funkcyi dwóch 
zmiennych niezależnych. Taki sam wzór, jak powyższy, można otrzymać 
wprost z (28, IV), przypuszczając, że głoski 7' oznaczają nieskończenie małe 
i przechodząc do granie, będzie wówczas widocznie 


Pf = Parf + gryf + Pyt- 


Podobnym sposobem, z wzoru (29, IV), przeszedłszy do granic, będzie- 
my mieli 


gf = g f H B, yf + T a f H g fr 
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lub bardziej szczegółowo 


gf 24 gf gf 
© 3 gr qy? ZE qy’. 
-y m IT W’ I H gpI 


0) gf= +3 


Wzór powyższy przedstawia wartość wólidaitecka zupełnego rzędu 
3-go funkcyi dwóch zmiennych niezależnych. Wyprowadzenie wzorów, od- 
powiadających wykładniczkom zupełnym rzędów wyższych, nie przedstawia 
żadnych trudności. 

W szczególnym przypadku, gdy będzie jedna zmienna niezależna, zwią- 


zana układem równań: 
z =/(u,y), 
t= p (t), y =y (t), 
natenczas wzory wykładniczków zupełnych przechodzą we wzory nadpocho- 
dnych za pomocą dzielenia przez wykładniczek zmiennej niezależnej. 


W rzeczy samej, z wzoru (21), który wyprowadziliśmy w rozdziale ni- 
niejszym, będziemy mieli w przypadku jednej zmiennej niezależnej 


= UE 2 9% 9Y: 
gł ge gł gy” gł 


Równanie to otrzymaliśmy z (21), dzieląc wszystkie wyrazy przez gt, 


stosunki nieskończenie małych LB PARE są ilości skończone. 
ge gy ` gt 


Właściwie związek ostatni pisać należy tak 


ga _ (gz) ga CZA 
(30) gł aher T (r) gt 


gdzie (5) oznacza nadpochodną. wziętą tak, jak gdyby y było ilością sta- 


łą i podobnie (£) oznacza nadpochodną, wziętą tylko względem y tak, 


jakby « było stałą. Dla odróżnienia od rzeczywistych | nadpochodnych mo- 
żna pisać powyższe w nawiasach, chociaż nie jest to rzeczą konieczną. 


W rozdziale IV wyprowadziliśmy wzór (17), który możemy napisać 
w kształcie : 
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lg f (zaFro”, yl-r0*y 
lg f (x, y) 


=1+nàE yt Ey 


n (n—l1) 2f A IL y 3 
ue a L ya? +20 im. y ma ai - y2? . yy 


3f 
FR II ye. zy? + 


yz y yy? 


AA À 
pW) +. 


gdzie głoski y oznaczają ilości nieskończenie małe. 
Przypuszczając, że 


M 262 h, 4-79 = bk; 


IW=> CO" 
i wiedząc, że 
AMC" iai ky k 
(1 -L TT AMI e*, tudzież (1 -t ra c 
f_ gf zł _ gl MPO 
ye = ga PW wy gy | a gogy tw ltd 
gdzie e, eg, e, ... oznaczają nieskończenie małe, z popr zedzającego szeregu 
łatwo otrzymamy w granicy: 
ig f (2°, y”) 
ig/ fr sy) 


za tel MO: a BE gf Sł Sf 
zy (e tey) 1.2 Wio a ak.w" r 


a RADO APEE EERI EE 


Wzór ten wyraża związek pomiędzy samemi wielkościami skończonemi 
i z powodu tego po przejściu do granic ilości nieskończenie małe w nieogra- 
niczonej liczbie składników oznaczyliśmy przez resztę R, która może być 
albo zerem, albo wielkością skończoną, albo też równą co. 

Wszystkie wyrazy ostatniego szeregu po kolei pisać łatwo, gdyż pra- 
wo tworzenia ich jest zupełnie takie same, jak w szeregu Taylora dla fun- 
keyi dwóch zmiennych. Wskutek tego, symboliczna postać szeregu będzie 
podobna do tej, jaką ma szereg Taylora 
13 


s 
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Ig f(z”,y”) 
lg f (£, y) 


Er gf gf 1 (, gf gf)? gły” 
=1+)5+k5)+ i "ZER"! tas(E py, 


Dla prawdziwości tego wzoru koniecznem i wystarczającem będzie, 
gdy napisany szereg jest zbieżnym, oraz gdy R zdąża do zera nieograni- 
czenie. 

Widzimy, że rachunek wykładniczkowy dla funkcyj dwóch zmiennych 
niezależnych wprowadza szeregi nioskończone, należące do typu innego, ani- 
żeli w rachunku różniczkowym. Jednakże postać zewnętrzna szeregów 
w obu rachunkach pozostaje podobną. W napisanym wyżej wzorze możemy 
zrobić zamiany głosek h na z, k na y i odwrotnie, będzie wówczas: 


Sram —* + tete(wi.] 


+ ml: (m) tey) + rzal> (e)+" (6). e 


gar ge Fh 


Jestto zmieniona postać poprzedniego szeregu: ilości » i k oznaczają 


pewne stałe, x i y zmienne: (2 (£) znaczy to, że nasamprzód trze- 
YA Ih 
ba znaleść nadpochodne r . tudzież s , a dopiero potem podstawić h 


na miejsce x, oraz k na miejsce y. 

Podobnie, jak dla funkcyi jednej zmiennej niezależnej, moglibyśmy na- 
pisać ostatni szereg w postaci iloczynu nieskończonego; rzecz tę, jako mniej 
wążną i łatwą do wykonania, w wykładzie niniejszym pomijamy. 

Przejdziemy teraz do funkcyj trzech zmiennych niezależnych. 

Niech będzie dana funkcya 


u=f(z,YV,ż). 


Jako definicyę wykładniczka zupełnego rzędu 1-go przyjmujemy zwią- 
zek następujący: 


f (ate, yth, zer) 


(31) w" — lim CEED) 


|a=0, B=0, y=v 
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| C DE 


Oprócz tego, zgodnie z całą teoryą, na poprzedzających stronicach wy- Ę 
łożeną, będziemy mieli dla wykładniczków częściowych rzędu 1-go: 


gu 
é ge” ia f (e'ta, Y, 2) 
o PR IPART 
a=" 
gy” „yk 
(33) POER RLA MES S IANN 
I (2,4. 2) 
3=0 
(34 ca f (r.y, zh) 
: a. =lim ZZ s 
= fFla,y, 2) 
y= 


oraz dla wykładniczków częściowych rzędu 2-g0 będzie: 


(85) u” = lim TE ih 
f (x, yte, z) f (2,4,2)  |a=o, = 


gn 
Apr, - floty, z WIE 
(36) u I ży lim f(s +Y 5 7) ; f(e +Y, ) 3 
f (c, y, z247) f lz, YE) o a=0, y=0 
4" 
—— mł 


p "Tdk i * (©, 1HR, 1+7) f (2; yt, z) 
7 7 = | | f o eee | . 
CZA, "a . Ey eT?) fir y, 2) Feo. y= 


Z powyższych równań wypadają takie związki dla nadpochodnych: 


gn 1 

KZ = lim docisk (crt, y'th, 2) . f (©, y, 2) Je 
NE * f (a, y+, 2) .f(G7*, Y, 2) Js=oż=o 

„W, Ai 

PR u” = lim | w y, atr). [ (m, y; 2) Jer 
fla, y, 2177). f (DH, y, 2) |a=o.y—0 


gu . d wi 
W” S AN f(x, y' HP, zttr) . f (©. y, z) 1 
pa | f (a, y 271). f (a, y FF, 2) feo. y 


Z symetrycznego kształtu wyżej napisanych związków, jako też ze 
sposobów tworzenia się, łatwo zanważyć, że 
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gu _ gw gu. gu gu gu 


JIZ JY JY JE’ gegz gaga” gygz  gzgy 


Jakim sposobem znajdują się wartości granic (38), o tem mówiliśmy 
już szczegółowo, mając funkcye dwóch zmiennych niezależnych. Sposób po- 
stępowania był objaśniony na przykładzie; w przypadku trzech zmiennych 
niezależnych metoda pozostanie bez zmiany. 

Dalej, dla wykładniczka częściowego rzędu ż-go mamy 


æ gy y: 
rru „A 


(39) y 
E ma EE y'+, atr) f(z,y, ży)  fl(atts,y!+, 2). fia y) 


Eeyan E g), T(E. IE Y, 2) 


= 


Drugą stronę powyższego otrzymaliśmy z (35), kładąc we wszystkich 
wyrazach z!+7 zamiast z i następnie dzieląc przez wartość początkową ca 
łego ułamku. 

Dla nadpochodnej rzędu 3-go z równania (39) otrzymamy 


ym" 
1a yy gz 
u 


li fiat y' +6, zit). . f (z, y, 2'ł7). f (z, yt, 2) f latte, y. 2) 
hem (2, yF, zh) . f (GP, y, z). f (at, yt, z) .f (x.y, 2)- sę, 
54) 


y=0 
Z symetrycznego kształtu ostatniego równania łatwo wywnioskować, że 


BM CPAN eo ZOO Sa TA 


JE JY JZ JY JEJE JYJZJE gz ga gy = etc. 


Ażeby znaleźć wartość granicy. która odpowiada nadpochodnej 
3, 1 
REG: należy nasamprzód szukać granicy względem a tak, jakby 8 iy 
były ilości stałe; następnie szukać trzeba granicy, po raz drugi, względem 5, 
uważając jeszcze y za stałą, nakoniec po raz trzeci znajdujemy granicę 
względem y. Postępowanie takie w praktyce nie nasuwa żadnych trudności. 
Mnożąc odpowiedniemi stronami równania (32), (33), (34). (35), (36). 
(87) i (39), będziemy mieli następujący związek 
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s 
i 


S n WY =aę 


EPO 


GDP REY PES YDE j 
TA r. dw i. K od viy 


g'u 
RZA. pe SB e e 
> TB T gy 9: HEN 97 gy 1: ZE 


Flety yta, zi+r) 
f(a,y, 2) 


= lim 


Porównawszy ostatnie równanie z (31) i uwzględniając nieskończenie 
małe jednakowego rzędu, widzimy. że 


(40) pz SE gz SĘ LSM sz. 
= a ua e 


Nieskończenie małe rzędu wyższego ponad |-szy opuszczamy. 

Jestto wartość wykładniczka zupełnego rzędu 1-go funkeyi trzech 
zmiennych niezależnych. Ten sam wzór można także otrzymać wprost 
z (41, IV), przechodząc do granie, będzie w tym przypadku 


gk =g,F-+-g,F--g.F, 


lub, pisząc bardziej szczegółowo, będziemy mieli 
gF 
gie E + A TE: gz. 


; Wzór ten przedstawia zupełnie to samo, co wzór (40), otrzymaliśmy go 
jednak z odpowiedniego wzoru teoryi przyrostków wykładniczych, przy po- 
mocy granic. 

Podobnie, z wzoru (42, IV) w granicy otrzymamy niewątpliwie 


g*F = g*,0) F4-2g*,, Fg F + gi, F4292,, F49 F 


lub bardziej szczegółowo 


2 = r2 2 
PR + 2 aka Tak TA w 
(41) 
4 g „SF. 2 
+ 2 098 Si ET MŚ” + g. 


. Tym sposobem otrzymaliśmy wartość wykładniczka zupełnego rzędu 
2-go funkeyi trzech zmiennych niezależnych. Wykładniezki zupełne rzędów 
wyższych mają postać więcej zawiłą i przedstawiają zupełną analogię do 

odpowiednich wzorów różniczek, ze zmianą symbolów d na g. 


http://rcin.org.pl 


"ig OWĄ A a, Hus: 3 uh ea VJ LPE ae 49.254) he aAA 
R" + 4T 


198 
Jeżeli bedzie jedik tylko bada niezależna t 
u = F (x, Y, 2), 
x= p (t, y= y (t), z= z (t), 
natenczas wszystkie wyrazy równania (40) będziemy mogli podzielić przez yt 


gu yu ga W 8 gz 
gt ge gł gy gł gz gł ` 


W tym szczególnym przypadku wzór powyższy wyraża związek pomię- 
dzy samemi ilościami skończonemi i może być uapisany tak: 


gu _ jguj ye + (e m Wj (e) gz 
KASACJI ar gł gal gł” 


Dla odróżnienia od rzeczywistych nadpochodnych piszemy powyższe 
w nawiasach, pamiętając, że w tym przypadku mamy tylko jednę zmienną 
niezależną. pod pozorem trzech zmiennych. 

Dalej, wzór (33, IV) możemy napisać w kształcie 


lg F (20ra) yla" zü+y:)") 
lg F (g, y, z) 


sin Ent Ent En 70 py +.. 


yT: ry y? yw zy 


m (m—l) yF 2 PE: rz 1 2: WE 
+= larw + no wt ek 2 er 
> 2P 3 
+2 n zd ps: +... + 
yż 


Zakładamy następnie: 


nyt =k, n. yy =k, n.yż =l, 
n= o; yry ży, yz są ilości nieskończenie małe, 


_ dalej wiemy, że 


En Pos pc Acta Luk FAL, 
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NI > b 
pe a - —- W e OW 


= Ea. SP ZPO 4 
ya = go owy gy! * 7a ga th Sya 


£, &n £3, -.. dążą do zer. 
Wskutek tego, gdy przejdziemy do granie, z ostatniego wzoru wypadnie 


jg F(u”, y”, 2”) 


Ig F (x, y, 2) 
p pia JF 2F 
= 1 fink 9h 2. g 
+E tee + 12) 13 ae Ea H N E 
JA pF > 
e at 5 +M Atei) FR; 


Nieskończenie małe w nieograniczonej liczbie zebrane są w jeden wy- 
raz R, oznaczający resztę. 
Postać symboliczna wyżej napisanego szeregu będzie taka: 


lg FP (x*, yć, z%) 


lg F(u, y, 2) 


DA gF E gF IE (2) 
aA iAd rt ral Ao "gh gz 
gE pIE „JE 
T DŻ raz (* kay AR W ZEE 


Jeżeli zrobimy zamianę głosek h na z i odwrotnie, k na yi odwro- 
tnie, tudzież / na z i naodwrót, natenczas otrzymamy nową postać szeregu: 


dg F (hf, k”, IO) 
lg F (h, k, l) 


-ube Ae E E A 
+ rral ht E 


x, y, z oznaczają wielkości zmienne, M, k, / pewne s.aze. 


http://rcin.org.pl 


200 


$ 3. Objaśnienie geometryczne nadpochodnej. 


Rachunek wykładniczkowy przedstawia zmienność innego rodzaju, ani- 
żeli rachunek różniczkowy. Wiemy, że równanie 


(1) y=f(s) lb s= pọ (y) 


geometrycznie wyobraża krzywą, której rzędną jest y, a odciętą z. Dajmy 
na to, że krzywa powyższa jest wykreślona na figurze w kształcie linii A B 
i niech będzie punkt M (x, y) wzięty na krzywej AB. 
Oznaczmy jeszcze drugi punkt W’ nieskończenie bliski względem M. 
Dla punktu W’ współrzędne z i y ulegną pewnej zmianie czyli otrzy- 
mają odpowiednie przyrostki Ax i Ay. 


x 


Jednak zamiast zwiększać y o przyrostek Ay, możemy y mnożyć 
przez yf; tak samo zamiast nadawania przyrostka Ax, można pomnożyć « 
przez «*, byleby tylko a i 8 były ilości nieskończenie małe, znikające ra- 
zem z Ax i Ay. 

Takim sposobem zmienność y przedstawi równanie 


— f(atia) 


fw) * 


yć 
oraz zmienność wielkości «© wyrazi się równaniem 
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prym ew "M 


ao PYTAM 


mo "=" | 


p (y) 


Rówrania powyższe możemy także pisać w kształcie 


B f (ate i 
m r, f(x e) a 
ARANI | f Gry R | 
tudzież (2) 
a , 1 
jeep | 
p (y) 


Są to dwa odmienne stany jednego i tego samego równania. Oba otrzy- 
mać możemy z danego związku (1); wskutek tego możemy rozważać tylko 
pierwsze z równań (2). pisząc krócej 


£ 
ys=U, 
lub 
LJ 
(3) ga "—V. 
Równanie ostatnie jest szczególnym przypadkiem równia ogólnego 
(4) e”lgs — R, 


w którem w i Æ są ilości zmienne, a lg y pewien stały parametr. Wiado- 
mo, że równanie (4) przedstawia spiralne logarytmową w spółrzędnych bie- 
gunowych; œ jest wielkość kąta czyli łuk, zaś R jestto promień wodzący 48 


- punktu bieżącego. Jeżeli zatrzymamy uwagę na dwóch punktach M i M, 


nieskończenie zbliżających się, natenczas, przeszedłszy do granicy, zauważy- 
my, że ilości a i 8 znikają, lecz pomimo to ich wzajemny stosunek nie zni- 
knie. Równanie (3) staje się wówczas takiem: 


gy 
ge" =W, 


jest zawsze kt głoską W oznaczyliśmy gra- 
nicę ilości U. Widzimy więc, że dla punktu wspólnego pomiędzy spiralną 


i krzywą AB mamy: 


albowiem granicą stosunku "E: 
a 
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„ łuk o=, 


promień # = Y, 


parametr równa się lg y. 


Mówiąc innemi słowy nadpochodna g geometrycznie oznacza łuk, od- 


powiadający kątowi MOP, funkcyał wykładniczkowy W ma znaczenie pro- 
mienia MO, Logarytm zasady czyli rzędnej y oznacza stały parametr lub 
pewne znamię spiralnej, zapomocą którego dana spiralna odróżnia się od in- 
nych tym podobnych linij. 

Asymptotyczny punkt 0 jest biegunem spiralnej. Tym sposobem, ja- 
kikolwiek punkt, dowolnie wzięty na krzywej AB, posiadać będzie odpo- 
wiedni sobie biegun, który łatwo wykreślić, znajdując dla każdego punktu 


e = D. 03 — lgs 
zosobna wartość nadpochodnej ej tudzież wartość funkcyału e °". Dla 


punktu M znajdziemy biegun O, dla punktu M" będzie O", dla M" będzie 
Oit E 

Miejsce geometryczne wszystkich punktów O, O”, O”,... będzie pe- 
wna krzywa, którą nazywać możemy przelsegunową rzędu 1-go. Punktowi M 
będzie odpowiadać jeszcze druga spiralna, podobna do pierwszej, lecz posia- 
da inny punkt asymptotyczny. Dla tej drugiej spiralnej będzie 

łuk w= PY 
ga? * 


cy 


R ig y 
promień W, = ea” , 


parametr pozostaje bez zmiany lg y. 


Dla punktu M będzie drugi biegun O,, dla M” biegun O, dla M” 
biegun O, it. d. Miejsce geometryczne wszystkich biegunów O,, Os, 05.... > 
znowu przedstawia pewną krzywą, którą nazywać możemy przebiegunową 
rzędu ż-go. Podobnie, biorąc dla danych punktów wartości nadpochodnej 
rzędu 3-go, będziemy w możności wykreślić przebiegunową rzędu 3-go, it. d. 

Tak więc, rachunek wykładniczkowy ze sposobu widzenia geometrycz- 
nego daje środek kreślenia pewnych linij, które pochodzą z danej krzywej. . 
Gdybyśmy jednak pragnęli otrzymać równania przebiegunowych, to zadanie 
takie wogóle należeć będzie do bardzo trudnych. Nie możemy także powie - 
dzieć, jakie praktyczne zastosowania będa miały linie przebiegunowe, lecz 
wiemy, że nauka rozumowa nie liczy się z zastosowaniami do praktyki i nie 
zwraca uwagi na tę ostatnią. 
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VI "Rachunki odwrotne. 


§ 1. Rachunek podzasadowy, 


Zadaniem rachunku odwrotnego względem rachunku przyrostków wy- 
kładniczych skończonych będzie znalezienie funkcyi pierwotnej, której przy- 
rost wykładniczy jest wiadomy. Rachunek ten będziemy nazywali podza- 
sadowym *). 

Jako symbol wspomnianego rachunku możemy wziąć głoskę /I. Ta- 
kim sposobem, mając 

If=v (2), 
będziemy mieli 


(1) Il (2) = f (x, Te). 


Wielkość Io (c) będziemy nazywali podzasadą **). 
Podobnie, dla fankcyj wielu zmiennych, jeżeli mamy dane 


Tf = y (2, y, 2,...), 
natenczas w rachunku odwrotnym będziemy pisali 
Thp (2, y zn =E Pr, By 5 0: 


ZE "RA 


*) le culeul des sous-bases. 
**) la sous-base, 
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; 
A 
l 
; 


e S 


"z=r 


LaS 
" 


"SĘ WENIED IPPT 


Ric... M 


EPUL TYPY. 


PA. 
Najogólniejszem zadaniem będzie ten przypadek, gdy przyrostki wy- 
kładnicze związane są między sobą równaniem. Tak naprzykład, może być 
dane równanie z jedną zmienną niezależną: 


f (z, Y, Tz, Ty) = 0 


i trzeba znaleźć funkcyę y taką, ażeby równanie zamieniło się na tożsamość. 
Może być także dane równanie rzędu n-go z jedną zmienną niezależną 
w kształcie: | 


y (w, Y; Tu, Ty, Pty, T*y,..., Ty) = 0; 


zagadnienie będzie zasadzać się na tem, ażeby znaleźć funkcyę y, która za- 
mienia równanie, napisane wyżej, na tożsamość. 

W przypadku wielu zmiennych niezależnych ogólny kształt równania 
jest taki: 


B(a,y,2,..:,f, Tt, Ty, Te,..., Tf, PF, TAf,..., Tef) 0, 


gdzie f oznacza funkcyę wszystkich zmiennych «,y,z,... Należy zna- 
leźć f w takim kształcie, ażeby powyższe równanie zamieniło się na tożsa- 
mość. Zamiast jednego równania może być także dany cały układ równań. 

W myśl określenia podzasady (1) dla funkcyi jednej zmiennej niezależ- 
nej będziemy mieli 


p „lg f (wte, Te) — lg f (z, Tx) 
5. ‘$p 1g f (a, Te) 


` Niech będzie 
iz, za) >esTx 


gdzie e oznacza zasadę logarytmów naturalnych, natenczas z równania (2) 
otrzymamy związek prostszy 
a vy (tre Tx) 


(3) If = y (T, Tz) AA AŃ P (2) j 


W rachunku odwrotnym funkcya o jest danz i całe zagadnienie pole- 
gać będzie na tem, ażeby odnaleźć w (z, Tw) jako taką fnnkcyę zmiennej 
niezależnej æ oraz jej przyrostka wykładniczego Tx, aby wyrażenie 


y (Je Iz) 
y (x, Dz) 


(4) 
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było zupełnie niezależne od Zw; mówiąc inaczej, trzeba, aby w powyższym 
ułamku wielkość /w znikła i wskutek tego równość (3) stanie się tożsamo- 
ścią bezwzględną. Wypowiedziana wyżej uwaga da nam możność znalezie- 
nia kilka wzorów rachunku podzasadowego drogą elementarną. Nasamprzód 
zauważyć można, że i 


M0) =c; 


to znaczy, że, gdy przyrost wykładniczy jest zerem, natenczas podzasada rów- 
na się tlości stałej lub dowolnej funkcyi wykładniczo-peryodycznej. 

Co do pierwszej części tego twierdzenia nie możemy mieć wątpliwości, 
gdyż ilość stała jest niezależną od zmiennej «x i wskutek tego przyrost wy- 
kładniczy ilości stałej równa się zawsze zeru. Co się zaś tycze tunkcyi wy- 
kładniczo-peryodycznej, to analityczny jej kształt jest taki 


a ANa 7308 = M OM || 
b sin lig AF Tr) lg lg | 7 cos fiz FT) lg lg KH j s 


gdzie Ø oznacza tfunkcyę zupełnie dowolną. Łatwo zauważyć, że gdy w po- 
wyższem zamiast z położyć u!+77, natenczas nastąpi tylko taka zmiana, że 
luk wstawy oraz dostawy zwiększy się o 2x, co, jak wiemy, nie może wpły- 
nąć na zmianę wielkości wstawy, ani dostawy. Przyrostek /w oznacza, 
jak zawsze, wielkość stałą, Podobnie jak na funkcyach trygonometrycz- 
nych zwyczajnych opiera się nauka trygonometryi, tak samo z własności 
funkcyj wykładniczo-okresowych możnaby było wysnuć nową trygonometryę 
wykładniczą. 

W dalszym ciągu znajdziemy podzasadę dla wszelkiej ilości stałej a, 
przytem dla udogodnienia zamiast Ze będziemy pisali głoskę h. Dajmy 
w równaniu (3) 


w (w, h) <a (lg z) , 
rozumiejąc pod ż nieznaną funkcyę 4; będziemy w tym przypadku mieli 


(lg git») 
(lg z)! 


— I = (l, 


czyli 
(1+h4'—1=a, 


skąd mamy widocznie 


Ig (1+4) 


= lg1+kh) * 
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a więc w danym przykładzie będzie 


lg (1+a) 
lg (1-4) 


f (x, li) "= d'E K 


Będziemy tedy mieli wzór ogólny 


lg 1-ta) ge 
II (a) = [aea] 

gdzie c oznacza stałą dowolną lub dowolną funkcyę wykładniczo-peryody- 
czną. Ponieważ zawsze można przyjąć 


(5) . e = ĉj 
można więc będzie pisać wzór ostatni w kształcie prostszym 


ig Q-pa) 
Ig 4h) 
II (a) = ALU i 


gdzie c, podobnie, jak poprzednio, oznacza stałą dowolną Jub dowolną fun- 
kcyę wykładniczo-peryodyczną; a może być jakakolwiek liczba rzeczywista 
lub urojona, z wyjątkiem a = — 1, gdyż dla tej wartości funkcya 77 (a) 
ma ciągłość zerwaną. 

Dajmy następnie w równaniu (3) 


= 


v (c, h)=x?. 
gdzie a oznacza jakakolwiek ilość stała i h = 7%, natenczas będzie 


a (14h) 
g oh 


= 1 =z — 1, 


p (x)= 


„rh 
Wskutek tego otrzymujemy wzór 
| 
II (x*=—1) = le” |. 


Mając na uwadze (5), możemy jeszcze wzór powyższy napisać tak 


a 
h 


iA nae ET 
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R IT AA | z; 7 M A z "Ze A s / 
ABT a zm” "+ TAN Ae Ca TN a i ru S SJ, re wj 
B-A ć + BRZ RAT. nt Ta i 24 
e iar e Z ZAS) REA A E 
4 K fa ai A 4 A k CA ę ‚$ - 
Dalej przyjmijmy w równaniu (3) 
. t ; ga” 


y (x, h) =a OI 2 
natenczas zauważymy łatwo, że 

| p (z) = ats o" — 1. 

więc będziemy mieli wzór 


ug 2)” c 
(1-6) —1 
II (als7"— 1) = | | , 


czyli, ze względu na (5), będzie prościej 


(lg ÓW 
SĄ p a+r” 
II (ae — 1) = 6 A 


a i m oznaczają jakiekolwiek stałe. 


Weźmy nakoniec w (3) 


(lg z)” 


m41 
y (£, h) asy! (1-h) —1 j 


natenczas znajdziemy bez trudności 
p (w) = qiga — 1, 
wskutek tego mamy wzór 
(lg ASZEK 
aw” tia 
II (als — 1) =|e" A 
lub 


dg 2)” 
p. any" tl 1 
II (2 —1) = w 
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Takim sposobem drogą elementarną wyprowadziliśmy kilka wzorów 
w rachunku podzasadowym. Nie należy jednak stąd wnioskować. że od ra- 
chunku podzasadowego do zasadowego można przechodzić zapomocą metody 
granie tak, jak przechodzi się'od rachunku sum całkowych do całek. Podo- 
bnej własności dla rachunku podzasadowego dowieść wcale nie można. Nie 
wiemy także, jak stosować symbole 77 do sum algebraicznych i do iloczynów. 


$ 2. Rachunek zasad. 


Przejdziemy w dalszym ciągu do rachunku nieskończenie małych. Ra- 
` chunek odwrotny względem wykładniczkowego nazywać będziemy rachun- 
kiem zasad lub rachunkiem zasadowym. Zagadnienie tego rachunku będzie 
polegać na tem, ażeby znaleść tunkcyę pierwotną czyli zasadę), mając dany 
wyłlładniczek. Symbolem rachunku zasadowego będzie | ; znak ten utwo- 
rzyliśmy z początkowej litery słowa „zasada“. 
Przy pomocy umówionego wyżej znaku piszemy 


1 


y = | Fyr. 


wyrażając tym sposobem, że zasadą dla wykładniczka 
f (£) . ga 


jest wielkość y. Funkcya f(x) oznacza nadpochodną. 

Możemy nasamprzód dowieść, że jakikolwiek byłby kształt funkcyi 
f (m), zasada zawsze istnieć będzie. 

W rzeczy samej, widzieliśmy na poprzedzających stronicach, że 


będzie więc 
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W. RÓW. 
ylgy zlgz 


i 


Całkując ostatnie równanie, otrzymamy 


wióv= jair” 


czyli 
f J (2) 


(1) ; go rigz 


Ponieważ wiemy z wykładu rachunku całkowego, że całka 


f -Ae dæ 


x lgs 


istnieje zawsze, chociażbyśmy nawet nie umieli znaleźć jej pod postacią 
skończoną, wnioskujemy stąd, że zasada y zawsze istnieć musi. 

Pierwsze wzory rachunku zasadowego otrzymamy, odwracając odpo- 
wiednie wzory, wzięte z rachunku wykładniczkowego. Tak więc będzie 


ga--= 0; a = const., 
2o „ada gr y glgage ; 
neo ret > Cote oro Orr 
VEA k P 


9 (ar) rg lg uży” * ig ax 


go =g, |m. 
EE „3 -I (gz). 
g (lg ©) UE lg lg a 1 lg 1g £ (lg vi 


g(w)=lgege, |esr=e. 


æ eotg © lg © 


g (sin c) = > lg sin z -WYL ; | ARIRE ye = (sii a) 


1g sin ws 
14 
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2 ZPA OO LI. DY OSW NOSTE WETA OJ 
240 ++ 
g (cos £) = — LETEL ge, | ga = (cos x). 
g (tg z) = TART CZE l ECT z J%=l(tigz) . 
g (cotg ©) = — sh ŻE Z CZE | AT gx = (cotg ry 


g (sec z) = SIRO R M: ER LA Ra ga = (sec x). 


lg sec z i lg sec z 
ælg x cotę z | 7 21g z cotg z 
g (cosec z) = — I z, | - ga = (cosec z)*. 
g cosec x lg cosec z 
g (are sin x) = BEŻ. E Ig z RR — , | CE 1-5) ADB 
/1—a?.aresinz lg arc sin s VI- sarc sinzlgarc csinz 
= (are sin z). | 
zz uż J 
Bai wa aj > tlg £ gxr pE lre ENS WMINIRNĄ | 
V1l—a*.arccosr lg arc cosx V1—z* arccos z lg arc coss 
= (arc cos z). 
c a zlgas. gr Toe wlgz.ga 
A veie bot = (1+2?) are tg x lg arc tgx’ | (1+2?) arc tg z lg arc tg z 


t 


= (arc tg zy. | 


We wszystkich wzorach powyższych c oznacza stałą dowolną. Oprócz 
tego, stosując wzór (1) możemy jeszcze łatwo znaleźć 


a|- 
$ 


1 dga)“ 


] (lg c)* . ga =e* | DEE w: gE == A 


|sgta.gr=e""" > | 2 sin s 1g z. ge = Z 


z5 


\ z eosælg s. ge = et, le ga = etea, le lg æ. ge =| , | 
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Tak prosty związek rachunku zasadowego z rachunkiem całkowym 
istnieje tylko w tym przypadku, gdy pod znakiem ) mamy napisaną funkcyę 


nadpochodną rzędu l-go. Jeżeli zaś zasada będzie dana w kształcie 
Yy = |» (©) . ga", 


gdzie p (x) oznacza nadpochodną rzędu m- go (m>1), natenczas związek za- 
sady z rachunkiem całkowym będzie bardzo zawiły i wyrazi się równaniem 
różniczkowem, którego całkować nie umiemy. Tak naprzykład, gdy m=2, 
wówczas o (x) przedstawiać będzie nadpochodną rzędu 2-go. Widzieliśmy 
w rozdziale V (wzór 13), że w tym przypadku będzie: 


` 


i A dy ( dy „ (dy? 
NONE EJ ża a aia | 
y’ lgy $ 


Ażeby znaleźć zasadę y, trzeba całkować powyższe równanie różnicz- 
kowe; niestety, sposoby całkowania są nam tutaj zupełnie nieznane. Odwrot- 
nie, gdybyśmy umieli znaleźć zasadę 


” 


y = | p (©) . ga? 


niezależnie od rachunku całkowego, natenczas wiadomym nam będzie spo- 
sób całkowania równań różniczkowych, napisanych w kształcie (2). 

Podobnie, gdy będziemy mieli daną zasadę, odpowiadającą nadpocho- 
dnej rzędu 3-g0 


y = | y (æ) ge", 
natenczas będzie 
gy 


Ta? = y (z). 


Oznaczy wszy 
y = f (2), 
będziemy szukali prawdziwej wartości wyrażenia trzykrotnie nieoznaczonego 


O M igy- im 5/67) De ran -paleflej=lefla| 
GAY" f = 


a’ 
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Różniczkując trzykrotnie względem a licznik i mianownik po prawej 
stronie znaku równości (3), otrzymamy jako ostateczny wypadek równanie 


Przed 
gó ylgy 


(4) +82? y? lg" ry” + 2a: Ig*a(y')* — 3r? y Ig" x (y)? — 32 y lg? x (y) 


|" yle ry” — Besylg'czyy' Bay? lg" w y" 


+ zwy lg* zy ++ 3xzy* lg sy tay’ lg z v |. 


gdzie dla krótkości użyliśmy oznaczeń 


y" = =Z y'= 55, yz. 


Jeżeli w ostatniem równaniu zamiast = Y położymy daną tunkcyę y(x), 


natenczas będziemy mieli równanie PA rzędu 3-go. Zagadnienie 
nasze byłoby rozwiązane zupełnie, gdybyśmy umieli całkować takie równa- 
nia różniczkowe, jak powyżej napisane. Ponieważ teorya równań różnicz- 
kowych nie posiada wcale sposobów całkowania tak zawiłych równań, jak 
(4), więc od rachunku zasadowego oczekiwać możemy odkrycia dróg do cał- 
kowania takich równań. Będzie to jednocześnie znaczny krok naprzód 
i w nauce równań różniczkowych. 

Ogólniejszem zadaniem rachunku odwrotnego będzie to, gdy mamy da- 
ne równanie wylładniczkowe. 


a GIZE In, 
(5) r |e, y, Z) = 0. 


Napisane wyżej równanie jest rzędu 1-go, gdyż zawiera nadpochodną 
rzędu l-ge. Kształt prostszy otrzymamy, rozwiązując (5) względem GE y 


będzie wówczas 


czyli 
M gz + Ngy=0, 


Mi N oznaczają pewne funkcye zmiennych v iy. 
Rozwiązanie równania zawsze przedstawiać się będzie w postaci 


y = [|f (WE, 
gdzie c stała dowolna. 
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Może być także równanie rzędu 2-go 


gy Sy) _ 
p T, Y, gz , ga? = 
lub wogóle rzędu n-g0 
w |z, y, M „PY UE „RAN sy = W. 
gz ga” ga gu 


Równania o wykładniczkach zupełnych mają kształt podobny do równań 
o różniczkach zupełnych : 


p n 
X gx + Ż Xin =0. 


z jest zmienna zależna, 2,, 7,,..., ©, zmienne niezależne. X, X,... ozna- 
czają pewne funkcye wszystkich zmiennych. 
Równania, zawierające nadpochodne częściowe, będą miały kształt 


gz ga ge gz. _gz 
ga daa gta gą gz W gły "| 


AAA az | =0 
©" Gidl" 0” a O t 


Zamiast jednego równania może być także dany caly układ równ=ń. 


Bra. w, 
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jA piu: 


TREŚĆ. 


l. Teorya różnie . 
$1. Funkcye jednej zmiennej (dotacji 
$2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych . 
$3. Zasadnicze własności różnie . r 
$4. Związki pomiędzy różnicami PALE A E oraz ieina P 
Il. Rachunek różniczkowy 
Wiadomości wstępne . 


$1. Funkcye jednej zmiennej PERPA 
$2. Wzór Taylora A 
$3. Prawidła różniczkowania 
$4. Wyrażenia nieoznaczone . 
$5. Funkcye wielu zmiennych 


$6. Objaśnienie geometryczne pochodnej 
III. Rachunki odwrotne GI 8 „dk 2 m km 
$1. Rachunek sum całkowye h z Mia AA dd L4D © MIKE 
§ 2. Równania różnicowe . 
$3. Rachunek całkowy r 
& 4. Równania różniczkowe wogóle 
$5. Własności układów równań BY WC 
$6. Teorya ogólna równań różniczkowych zupełnych Sa ai z stęż 
loma zmiennemi niezależnemi 
$7. Teorya ogólna równań różniczkowych PETZ zh 2-g0 z ilo 
loma zmiennemi niezależnemi HY: POS 
IW. Teorya przyrostków wykładniczych. . . . . 
$ 1. Funkcye jednej zmiennej niezależnej 
$2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych . 
V. Rachunek wykładniczkowy da 
$1. Funkcye*jednej zmiennej niezależnej 
$2. Funkcye wielu zmiennych niezależnych . 
$3. Objaśnienie geometryczne ZK 
VI. Rachunki odwrotne GIA AT 
$1. Rachunek podzasadowy . 
$2. Rachunek zasad . 
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110 
132 
134 
142 
152 
152 
185 
200 
208 
203 
208 


Str. 


73 4%, "WJ WANE MADMIĘA W WE EE 017,7 A 


ERRATA. 


69 wiersz 9 z dołu. Zamiast: f(x) = AS a” -+ BS a”— 
; + CZ r”! --.... 
powinno być: f (w) = Aa” + Ba" p Ou” 4... 


jast: ; Ak. „Alanya 1.48 
73 „. 8zgóry. Zamiast: ZZ5x= Sr 3 6 + 
"ABBĘ g? gr? M 
powinno być: ZZr= Sm — 366 AK - 3 
93 ,, 7 z góry. Zamiast: rozważemy 
powinno być: rozwiążemy 


100 oraz 110 w nagłówkach § 6 


i§ 7. Zamiast: z wielu zmiennemi 
powinno być: z wieloma zmiennemi. 
122 wiersz 15 z góry. Zamiast: w tym przypadka 
powinno być: w tym przypadku. 
138 „ . 8zgóry. Zamiast: Poostawiając 
powinno być: Podstawiając. 
145 ,„ 1llzgóry. Zamiast: abdstrakcyę 
powinno być: abstrakcyą 
139%; ostatni. Zamiast: 7%, E 
powinno być: I, F 
156 ,, 3 z góry. Zamiast: oq 
powinno być: od 
174 „ 12zgóry. Zamiast: Uiech 
powinno być: Niech 
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